Jenotationale Semantik

4s - Prog — (State < State)

[assgs] Sus[z = a]s = sz — Ala]s]

[skipgs]  Sas[skip] = id

[compys]  Sas[Pr; P2l = Sas[Pa] o Sas[P1]

[compy] Sus[if bthen Py else Py] = cond(B[b], Sas[P1], Sas[P2])
[whilegs]  Sas[while b do P] = FIX F

": (State < State) — (State < State)
" g = cond(B[b], g o Sus[P],id)
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Notation

ids=z3s

f(gs), falls gs # undef and f(gs) # undef

(fog)s=
undef, sonst
gis, falls ps =t und g1 s # undef
cond(p, g1, 92)s = gas, falls ps = f und g2s # undef

undef, sonst

FIXF =777

3edeutung von FIX ? (1)

IX : ((State — State) — (State «— State)) — (State < State)
" : (State — State) — (State — State)
"g = cond(B[b], g o Sas[P],id)

| Sas[while b do P |
= Sys[if bthen (P;while b do P) else skip]
= cond(B[b], Sas[P; while b do P], S4s[skip])
= cond(B[b], Sqs[while b do P] o Sqs[P],id)
= F(|Sas[while bdo P]

)aher: Sys[while b do P] Fixpunkt von F'!
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Bedeutung von FIX 7 (2)

Sas[while b do P] = FIX F, wobei Fig = cond(B[b], g o Sgs[P],id)

Zu kldren:

e Besitzt F' immer einen Fixpunkt?

e Kann F mehrere Fixpunkte haben?

e Wenn ja, welcher ist sinnvollerweise zu wahlen?
Mogliche Ergebnisse der while-Schleife while b do P:
(a) Sie terminiert.

(b) Lokale Nichtterminierung: Ein Teilkonstrukt im Schleifenrumpf
P terminiert nicht (in gewissen Zustéinden).

(c) Globale Nichtterminierung: Die duflere while-Schleife terminiert
nicht.
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3eispiele und intendierte Semantik (1)

\nfangszustand: sg mit spxr = 5112002
a) while0 <z doz:= z—1
b) while 0 < z do if z = 1 then (while true do skip) else z := = — 1

¢) while true do skip

Beispiele und intendierte Semantik (a)
Fall (a): (while b do P) terminiert in sg (global):

Es gibt Zustinde s1, ..., s, mit:
t fallsi<n
e B[b]s; =
f fallsi=n

o Sys[Plsi = siy1 firi <mn

Falls g Fixpunkt von F ist, so gilt

fir ¢ < n: gsi = (Fg)s;
= cond(B[b],g o Sqs[P],id)s;
= 9(Sas[P]s:)
= gSi+1

fiir i = n: gsn = (Fg)sn
= cond(B[b],g o S4s[P],id)sn
= id sn
= sn

Also gilt fiir jeden Fixpunkt go von F: go so = sp.-
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3eispiele und intendierte Semantik (b)
all (b): Schleifenrumpf von (while b do P) terminiert nicht:

s gibt Zustédnde s1, ..., s, mit:
t fallsi<n
e B[b]s; =
f fallsi=n

Si firi<n
o Sus[Plsi=4¢ !
undef fiiri=n

alls ¢ Fixpunkt von F' ist, so gilt

ir i < n: gsi = gSi+t1

ir 2 = n: g Sn = Cﬂmvm:
= cond(B[b], g 0 Sas[P],id)sn
= 9(Sas[P]sn)
= undef

Iso gilt fiir jeden Fixpunkt go von F: go so = undef.

Beispiele und intendierte Semantik (c)
Fall (c): Schleife (while b do P) im Zustand s terminiert nicht:

Es gibt Zustédnde sq, s, . . . mit:
e B[b]s; =t fur alle q.

o Sys[P]si = siy1 fiir alle 3.

Falls g Fixpunkt von F ist, so gilt fiir alle i:

gSi =49 Si+1

Also gilt fiir jeden Fixpunkt gy von F' lediglich: gg so = go s; fiir
alle i, aber der Wert von gg sg bleibt unbestimmt!

— Spielraum fiir die Wahl eines Fixpunktes

— Intuition: Vermeide unnétige Festlegungen, wihle “kleinsten”
Fixpunkt
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ntendierte Eigenschaften von FIX

15 [while b do P] = FIX F, wobei Fg = cond(B[b], g o Sgs[P],id)

der intendierte Fixpunkt FIX F' sollte ein partielle Funktion
o : State — State sein mit:
e g9 Fixpunkt von F':
F go=go0
e Falls g ebenfalls Fixpunkt von F, dann ist g mindestens
genauso definiert wie gq:

Falls F g = g und g s = ', dann gilt auch g s = ¢/,

fiir alle s, s'.

Eine Ordnung auf State — State

Definiertheitsordnung:
g1 C g2 gdw. fiir alle s, ' gilt: Falls g; s = s’, dann auch go s = '

Anforderungen an FIX formal:

e FIX F' ist ein Fixpunkt von F*:
FIXF = F(FIXF)

e FIX F' ist der kleinste Fixpunkt von F":
Falls g = Fg,dann FIXF C g
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artialordnungen (D, D)

D,C) mit C C D x D Partialordnung® , falls
o reflexiv: d C d fiir alle d € D

e transitiv: Falls d; C dy und dy C d3, dann auch d; C dg, fiir alle
&Hu &mu &w eD.
e anti-symmetrisch: Falls d; C dy und dy C dy, dann folgt
dy = &mu fir alle &Hq&m eD.
.emma: Falls (D, C) ein kleinstes Element besitzt, dann ist dieses
indeutig (Bezeichnung: ).
3eispiel: Sei S # () und P(S) = {T | T C S}. Dann ist (P(S5),C)

ine Partialordnung. Das kleinste Element existiert hier und ist (.

2englisch: partially ordered set = poset

Ordnung fiir Semantik: (State — State, L)

Definition: (Definiertheitsordnung)

Die Partialordnung C auf State < State wird definiert durch

g1 C go gdw.: Falls g1s =, dann auch gos = ¢, fiir alle s, s'.
Satz:

(State «— State, C) ist eine Partialordnung. Die partielle Funktion
1, die definiert ist durch L s = undef fiir alle s, ist das kleinste
Element von State — State.
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3eispiel fiir Definiertheitsordnung

g1 s = s fiir alle s

s, falls s z >0
g2 s =

undef, sonst

s, falls s x =0
g3 s =

undef, sonst

s, falls s <0
ga § =

undef, sonst

e g3 gL g1,93CE 941 E g1

e g und g4 unvergleichbar

Obere Schranken

Sei (D, C) eine Partialordnung und sei Y C D, d € D.

e d obere Schranke von Y, falls

d Cdfiralled €Y

o d kleinste obere Schranke von Y, falls
— d obere Schranke von Y, und
— wenn d’ obere Schranke von Y, dann d C d’

Ubung: Falls Y eine kleinste obere Schranke besitzt, dann ist diese
eindeutig und wird mit | | Y bezeichnet.
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/ollstandige Verbdnde

D, C) vollstandiger Verband falls jede Teilmenge von D eine
leinste obere Schranke besitzt.

e Ubung: P({a,b,c}) ist ein vollstindiger Verband.

Beweisidee: Kleinste obere Schranke ergibt sich als Vereinigung.

e Ubung: (State — State, ) ist kein vollstéindiger Verband.
Grund: Nicht alle partiellen Funktionen g;, go : State < State
sind miteinander vergleichbar, d.h.: g; Z go und g2 IZ g1 ist
moglich.

Kettenvollstandige Partialordnungen

o Y C D Kette in D, falls fiir alle di,dy € Y gilt: d1 C do oder da C d;
(wechselseitige Vergleichbarkeit).

e (D,C) kettenvollstindige Partialordnung (ccpo®), falls jede Kette in D
eine kleinste obere Schranke besitzt.

Satz: (State — State, C) ist eine kettenvollstindige Partialordnung (ccpo). Die
kleinste obere Schranke | |Y einer Kette Y ist dabei gegeben durch

g s, falls g s # undef fiir ein g € Y
Uy)s=
undef, sonst
Beweis(struktur):
, fall ndef fiir ei €Y
® go = g alls g s # u Hremyg ist wohldefiniert.

undef, sonst
® go ist obere Schranke von Y.

e go ist die kleinste obere Schranke von Y.

2englisch: chain complete partially ordered set
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Vionotone Funktionen
teg.: (D,C), (D',C') ccpo’s und eine (totale) Funktion f: D — D’.

heifit monoton, falls gilt:
Venn di C d2, dann auch f di T’ f do, fiir alle d1,d2 € D.

eispiel(e):
1, fo: P({a,b,c}) = P({d, e}) mit
X AX | f2X
{a,b,c} | {d,e} | {d}
{a,b} | {d} | {d}
{a.c} | {de} | {d} Hier:
{b,c} | {d,e} | {e} f1 monoton
{a} {d} {d} f2 nicht monoton
{6} {d} {e}
{c} {e} | {e}
0 0| {e

Monotone Funktionen auf ccpo’s

Lemma: Seien (D,C), (D',C) ccpo’s und f: D — D' eine
monotone Funktion. Dann gilt:

e Falls Y eine Kette in D ist, so ist {f d | d € Y} eine Kette in
D'

e Ferner gilt: | [{fd|de Y} f(L|Y)-
Beweis(struktur):
e Fiir Y = ) folgt das Ergebnis aus L' C' f L.

e Fiir Y # 0
—{fd|deY} ist Kette in D'
- U{fdldey}c f(UY)
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