strukturelle operationale Semantik

e Grundidee: Spezifiere, wie die Ergebnisse der Einzelschritte

der Berechnung zustandekommen.
e Ubergangssystem: (I', £, =) mit
— I'={(P,s) | P € WHILE, s € State} U State
— E = State
— =>C{(P,s) | P €« WHILE, s € State} x I

e Zwei typischer Ubergiinge:

— Berechnung nach einem Schritt noch nicht zu Ende:
(P,s) = (P',s)
— Berechnung nach einem Schritt zu Ende:

(P,sy = s

Strukturelle operationale Semantik:
Inferenzregelsystem

[asSs0s) (x:=a,s) = sz — Ala]s]

[skipgos) (skip, s) = s
(P1,s) = (P[,s")

[compl] (Py; Py, s) = (P]; Py, s")
FoBUWOL ez
(Py; Py, s) = (Py, s)
[ift,]  (if b then Py else Py, s) = (Py,s) falls B[b]s = t
[ff,]  (if bthen Py else Py, s) = (Py,s) falls B[b]s = £

[whilesos]  (while b do P, s) = (if b then (P;while b do P) else skip, s)
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3eispiel: strukturelle operationale Semantik
%H ,Ww
rog. P: y:= 0; while =(2 =0) do (y:=y+a; z:=2x—1)
—_———
b s
teg.: s mit sz = 1. Ges.: s’ mit (P,s) =* s’. Not.: $y,n wie zuvor.

(y:= 0; while bdo S, s)

i [1]

= (while bdo S, s1,0)
[whilesos] (if b then (S;while b do S) else skip, s1,0)

ﬁﬁ“
2] (S; while bdo S, s1,0)
ToiuwoL H

S (z := o — 1;while bdo S, s1,1)

i (1]

= (while bdo S, s0,1)
[whilesos] (if b then (S;while b do S) else skip, s0,1)

:&M“ . i
a (skip, 50,1) g 50,1

Beispiel: Rechtfertigung fiir Einzelschritte

[asssos]

(y:= 0,s) = s1,0
(y := 0; while bdo S,s) = (while bdo S, s1,0)

_M_ NW:IAH = O;.wfo =t

[compZ,q]

AN\ = y—+ux, mH.OV Twmlvmom_ S1,1

(y:=y+uz, v:= x—1,510) = (z:= x—1,s11) _
Amwérm_m bdo m.ﬂ MHMOV = A& =T — HM<<T=O b do M“ .mev

[compZ,q]

com UM.OM_

ASSsos
AH =T — Hu mHLv ﬁ”V_ 80,1

4 2
. (x := z — 1;while bdo S, s1,1) = (while bdo S, s0,1) [compg,]

NW=JA& = O;MDL = W
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\bleitungen in struktureller operationaler
yemantik

e Ableitungsbdume fiir Einzelschritte der Form
— (P,s) = (P',s') oder
— (P,s) = ¢
e Ableitungen (Ableitungsketten, -sequenzen) der Form
— (P, s) = (P1,81) = (P2,82) = ... oder
— (P,s) = (P1,81) = ... = (Py_1,8,_1) = Sn
e Ableitungen konnen endlich oder unendlich sein

e Konfigurationen ~:
— v reduzibel falls ein v existiert mit v = +'

— v irreduzibel sonst (y A& )
Terminologie: v hdngt (bleibt stecken)

Nichtterminierung von Programmen

Wie wird Nichtterminierung semantisch représentiert?
e Natiirliche Semantik (NS):

Nicht alle Programme P, ausgehend vom Zustand s, besitzen
einen Ableitungsbaum: (P, s) /4

(while true do skip, s) /~ (s beliebig)

e Strukturelle operationale Semantik (SoS):

Nicht alle Programme P, ausgehend vom Zustand s, besitzen
eine endliche Ableitungskette:

(while true do skip, s)

=* (while true do skip, s)
—
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semantische Aquivalenz (von Programmen)

e Natiirliche Semantik (NS):

P; und P; sind semantisch dquivalent, falls fiir alle Zustéinde s,
s’ gilt:
(P1,8) —» s gdw. (Py,s) =&

e Strukturelle operationale Semantik (SoS):

Py und P; sind semantisch dquivalent, falls fiir alle s gilt:

— Fiir alle Konfigurationen ~, die h&dngen oder

Endkonfiguration sind:
(Pr,5) ="~ gdw. (Py,s) ="~

— Es gibt eine unendliche Ableitung ausgehend von (P, s)
gdw. es eine solche ausgehend von (P, s) gibt

Semantische Aquivalenz: Beispiel

Lemma: Py; (Py; P3) und (Py; P2); P sind semantisch dquivalent.
Beweis(idee) in NS:

Gegeben
(P2, 82) — 53 (P3,83) — 54
(P1,51) = 52 (Pa; P3, 82) — 54
(Pr; (P2; P3),81) — 54
konstruiere

(Py,51) — 82 (Ps,82) — s3
(Pr; P2, s1) — s3 (P3,83) = 54
((P1; Ps); P3,51) — 54

und umgekehrt.
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Jefinitions- und Beweisprinzipien

\nsitze fiir Semantik-Definitionen:

e kompositionale Definitionen

e natiirliche Semantik

e strukturelle operationale Semantik
ntsprechende Beweisprinzipien:

e strukturelle Induktion

e (strukturelle) Induktion iiber Ableitungsbiume:
IA: Beweis fiir elementare Ableitungsbdume (Axiome)
IS: Beweis fiir zusammengesetzte Ableitungsbiume (Regeln)

e (natiirliche) Induktion iiber Ableitungslinge:
TA: Beweis fiir alle Ableitungen der Linge 0
IS: Beweis von “k = k+ 17

Strukturelle Induktion: Beispiel

Intuitiv: Der Wert eines arithmetischen Ausdrucks hangt nur von

den Werten derjenigen Variablen ab, die in ihm auftreten.

Formalisierung (freie Variablen):

FV(n) =0

FV(z) = {x}

FV(a; +a2) = FV(a1) UFV(ay)
FV(a; xa3) = FV(a;) UFV(ay)
FV(a; —az2) = FV(a1) UFV(ag)

Lemma: Seien s, s’ Zustdnde mit sz = s’z fiir alle z € FV(a).
Dann gilt: Ala]s = Aa]s’ .

Beweis: Strukturelle Induktion iiber arithmetische Ausdriicke.
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semantik arithmetischer Ausdriicke (zur
rinnerung)

o A:Aexp — (State — Z)

Aln]s = N[n]

Alz]s = s

Alar +az]s = Ala1]s + Afaz]s
Alar % az]s = Afai]s * Afaz]s

Alar —az]s = Afai]s — Afas]s

Strukturelle Induktion tliber
Ableitungsbdaume: Beispiel

Satz: Die natiirliche Semantik der Sprache WHILE ist
deterministisch, d.h.: Fiir alle Programme P in WHILE und alle
Zusténde s, s’ und s gilt:

Falls (P,s) — s’ und (P,s) — s, dann folgt s’ =s" .
Beweisstruktur:
e Annahme: (P,s) — s'.
e Zeige, dafl aus (P, s) — s” folgt: s’ = 5.

e Verwende dafiir Induktion {iber den Ableitungsbaum von
(P,s)y —s'.
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nduktion iiber Ableitungslange: Beispiel

ntuitiv: Ableitungen von zusammengesetzten Programmen
P;; P3, s) in SoS zu einem Endzustand lassen sich in zwei Teile

erlegen. Genauer:

.emma: Falls (Py; Py, s) =F s” gilt, dann gibt es einen Zustand s’
nd natiirliche Zahlen £, ko mit

o (P,s) =k g
o (P, s") =k 5" und
o k=Fky+ ks.

3eweisstruktur:
nduktion iiber die Ableitungslinge k in (Py; Py, s) =% 5.

Semantische Funktionen, Vergleich

Natiirliche Semantik:

s, falls (P,s) — s
Sns[P]s =

undefiniert, sonst

Strukturelle operationale Semantik:

s, falls (P,s) =" s
Ssos[Pls =
undefiniert, sonst

Frage: Gilt S,s = Ss0s7

Lemma A: Fiir alle P, s, s’ gilt: (P, s) — s’ impliziert (P, s) =* s'.
Beweisstruktur:
Induktion iiber die Struktur des Ableitungsbaumes von (P,s) — s’.
Lemma B: Fiir alle P, s, s’ gilt: (P, s) =" s impliziert (P, s) — s'.
Beweisstruktur:

’

Induktion iiber die Linge der Ableitung (P, s) =" s'.
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{ilfslemmata, weitere Eigenschaften

Tbung (Teilprogrammabarbeitung in SoS):
us (P, s) =F ' folgt (Py; Py, s) =F (Py,s')

.emma (Zerlegung, siehe oben): Falls (P;; Py, s) =F s gilt,

ann gibt es einen Zustand s’ und natiirliche Zahlen k1, ko mit
o (P, s) =k s

o (Py,s') =k " und

o b=k + ko

Tbung (einfache Aquivalenzen):

)ie Programme

nd

while b do P
if b then (P;while b do P) else skip

ind semantisch dquivalent.

Spracherweiterungen von WHILE

Neue Konstrukte:

P == x:=a|skip|Si;S2|if bthen S; else Sy | while bdo S
| abort
| P, or Py
| Py par P,

e Wie wird die entsprechende Semantik (in NS und SoS
definiert?

e Seide NS und SoS “gleich michtig” / “gleich
geeignet”?
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spracherweiterung: Abbruchoperation abort

e Konfigurationen:

{(P,s)| P € WHILE®"" s ¢ State} U State

e Ubergangsrelation fiir NS: wie zuvor
e Ubergangsrelation fiir SoS: wie zuvor

e Alternative(n)?

Spracherweiterung: Nichtdeterminismus

e Konfigurationen:

{(P,s)| P € WHILE" s € State} U State

o Ubergangsrelation fiir NS:
(Py,s) = ¢
(Pyor Py,s) — &

(Py,s) — &'
A.NUH or .NUwv.wv — s

e Ubergangsrelation fiir SoS:
A.TH or wwg.wv = ANUTMV

AwH or .wmg,wv”VAwwg.wv
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spracherweiterungen: Parallelismus (1)

e Konfigurationen:

{(P,s) | P € WHILEP" s ¢ State} U State

e Ubergangsrelation fiir SoS:
A.NUTMV = ANUH\“m\v
(Py par Py, sy = (P] par Py, s’)

(Py,s) =&
(Py par Py, s) = (Py,s")

(P2, 8) = (Py,8")
(Py par Py, sy = (P par P}, s")
(Py,s) = &'
(Py par Py, s) = (Py,s)

Spracherweiterungen: Parallelismus (2)

o Ubergangsrelation fiir NS:

(Py,s8) = s, (Pa,s)—s"
(Py par Py, s) — s

(Po,8) = s", (Pp,s)—s"
(Py par Py, s) — s”
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ypracherweiterungen: Zusammenfassung

Natiirliche Semantik:

e keine Unterscheidung zwischen Nichtterminierung und Abbruch
(mit abort)

e Nichtdeterminismus kann Nichtterminierung unterdriicken
e keine verzahnten Berechnungen moglich (no interleaving)
trukturelle operationale Semantik:

e Unterscheidung zwischen Nichtterminierung und und Abbruch
(mit abort)

e Nichtdeterminismus kann Nichtterminierung nicht verhindern

e Verzahnen (interleaving) von parallelen Berechnungen (beliebig
fein) moglich (SoS ist Einzelschrittsemantik(!))
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Operationale Semantik: Ausblick

e Die Semantik von abort kann auch alternativ (adiquater) definiert
werden, mittels neuem Abbruchzustand STOP.

o Die Semantik arithmetischer / boole’scher Ausdriicke kann ebenfalls
leicht in NS und SoS spezifiziert werden (Ubung(!)).

e Semantikspezifikationen anderer programmiersprachlicher
Konstrukte (andere Schleifen, Deklarationen, (rekursive)
Prozeduren, ...) funktionieren im Prinzip analog, kénnen aber
im Detail bedeutend komplexer werden.

e Eine relativ abstrakte, inferenzregelbasierte Spezifikation (wie bei NS
und SoS) ermoglicht ein konzeptionelles Verstindnis und Vergleiche
(z.B. zwischen verschiedenen Varianten) auf relativ hohem Niveau.

e Die Semantik von Sprachkonstrukten ist nicht a priori festgelegt,
sondern mufl moéglichst addquat definiert werden!
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