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e Aufgabe 1.

a) Das Gleitpunktzahlensystem IF(10,10,—99,99) ist eine typische ‘Taschenrechnerarithmetik’.
Geben Sie eine genaue Charakterisierung des dadurch definierten Bereiches von Gleitpunkt-
zahlen an.

b) Wie lautet die grofte natiirliche Zahl N € IN, die in diesem Zahlensystem exakt darstellbar
ist?

c) Wie lautet die groBte natiirliche Zahl n € IN, so dass alle £ € {1,2,...,n} exakt darstellbar
sind?

d) Ein Ingenieur weifl nicht so recht, ob er sinnvollerweise (d.h. im Hinblick auf Rechnengenauig-
keit) mm, cm oder m als Mafleinheit wihlen soll, um eine statische Berechnung am Taschen-
rechner durchzufithren. Was raten Sie ihm und warum?






e Aufgabe 2.

a) Die numerische Berechnung von Differenzenquotienten

fz+h) - flz)
h

fiir sehr kleines h ist ein notorisch rechenfehleranfilliges Problem. Z.B. fiir f(z) = e” und exakt
gegebene x = 1.000000001, A = 0.000000001 in IF(10, 10,...) ergibt sich der sehr ungenaue
Wert
exp(z + h) — exp(z)
h
der exakte Wert wire 2.7182818325. . ..

= 3.000000000 (Rechnung in IF(10, 10,...));

Erklaren Sie moglichst ausfiihrlich die Ursache fiir dieses ungenaue Resultat.

b) Fiir rein algebraische Funktionen (z.B. Polynome) f(z) ist das relativ einfach zu handhaben.!
Geben Sie konkret an, wie Sie den obigen Differenzenquotienten fiir f(z) = z* und sehr kleines
h in Gleitpunktarithmetik auswerten wiirden (Berechnunsgformel!). Argumentieren Sie (quali-
tativ, in Worten) die numerische Stabilitat ihrer Formel.

Falls Zeit: Fiir eine sauber durchgefiihrte Rundungsfehleranalyse Thres Algorithmus gibt es
maximal 5 Extra-Bonuspunkte.

!Transzendente Funktionen wie f(x) = e® sind hier besonders unangenehm, weil man die Ungenauigkeit mittels
Approximationsverfahren umgehen muss.






e Aufgabe 3.

a)

b)

Was versteht man unter der LU-Zerlegung einer invertierbaren quadratischen Matrix A €
IRHX’I’L?

Wie geht man vor, um - bei bereits berechneter LU-Zerlegung — die Losung x = A~'b eines
linearen Gleichungssystems Ax = b zu 16sen?

(Beschreiben Sie die Vorgangsweise; ggf. auch ein Stiick Pseudocode.)

Bei zeitlich verdnderlichen Problemstellungen (z.B. Simulationsprozessen) kommt es vor, dass

viele verschiedene Gleichungssysteme A;x; = b; nacheinander zu 16sen sind (i = 0,1,...). Im
Prinzip miisste man also fiir alle A; jeweils die LU-Zerlegung berechnen.

Eine spezielle Situation liegt vor, wenn die Matrizen einander ‘d4hnlich’ sind. Wir betrachten
konkret zwei Matrizen A, B mit der Eigenschaft

B=A+uw’

wobei u, v € R" Spaltenvektoren, und uv? eine ‘datendiinne’ Matrix (uv? ist eine n x n Matrix
vom Rang < 1). Dann gilt die Darstellung

1

Afl TAfl
1+0vTA w

Bl=A"-

Formulieren Sie davon ausgehend einen Algorithmus, der die Lésung 2z = B~'b eines linearen
Gleichungssystems Bz = b mit Hilfe der LU-Zerlegung von A, A = LU, berechnet, ohne dass
die LU-Zerlegung von B bestimmt werden muss.

(A und B sind als invertierbar vorausgesetzt; insbesondere 1 + v A=ty # 0.)

Fiir eine perfekte Ausarbeitung von c) gibt es maximal 5 Extra-Bonuspunkte.






e Aufgabe 4.

Problemstellung: Interpolation einer Funktion f(z) an d+1 verschiedenen Knoten z,...,z4 mit
einem Polynom p(x) vom Grad d.

a)

b)

Geben Sie irgendeine explizite formelméfige Darstellung fiir das Interpolationspolynom p(z)
an.

Warum lésst sich — mit den aus der Vorlesung verfiigharen Kenntnissen — fiir die Funktion
f(z) = v/xr und x; = ih (h = Abstand der Stiitzstellen) keine Fehlerabschitzung angeben?
Begriinden Sie dies explizit anhand der Abschétzungsformel fiir den Interpolationsfehler.

Eine Anwendung der Interpolation ist besteht in der Konstruktion von Naherungsformeln fiir

die Berechnung bestimmter Integrale ff f(z)dzx. Fiir eine einfache Funktion wie f(z) = /x
benotigt man aber im Prinzip keine numerische Quadratur, wegen der bekannten Integrations-
formel (Stammfunktion von /x)

/\/dezgx\/%—i-c

Fiir welche Lage von a,b ist zu erwarten, dass man aus Genauigkeitsgriinden dennoch nume-
rische Quadratur einsetzen muss (Begriindung!)?

Das konnte z.B. im einfachsten Fall die summierte Trapezregel sein. Wie lautet diese?



Fulls Sie die restlichen leeren Seiten fiir Ihre Ausarbeitung verwenden, bitte um Verweis auf die
jeweilige Aufgabe.



