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1 Uebungsblatt 1 - SS 2008

1.1 Berechnen bzw. beschreiben Sie

a) {1,10,11}n{} = {}

b) {1,10,11}{} = {}

o) {a}*({a} U{e}) = {a}"

d) {a}{a}"){a}* = {a}

e) {}* = {e}

) {0t u{eh({e} u{l}) = {0,eHe, 1} = {0,0L ¢, 1}

1.2 Welche der folgenden Gleichungen sind fuer alle Sprachen
Ly, Ly, L3 gueltig? Begruenden Sie Thre Antwort.

a)L1L2 = L2L1

ist ungueltig

Begruendung;:

z.B. sei ¥ = {0,1} und L; = {0,00} und L, = {1,11}

LyL, = {01,011, 001,0011} 75 LoLy = {10,100,110, 1100}

b)Ll ULy =LsULy

ist gueltig

Begruendung:

z.B.sei ¥ = {0,1} und L; = {0,00} und L, = {1, 11}
L,Ly, =4{0,00,1,11}y = LoL; = {1,11,0,00}

C)Ll (LQ U Lg) = L1L2 U Lng)

ist gueltig

Begruendung;:

z.B. sei ¥ ={0,1} und L; = {0,00} und Ly = {1,11} und Ly = {111,1111}
Li(L.UL3) = {0,00}{1,11,111,1111} = {01,011,0111,01111,001,0011,00111,001111}
L,(Ly U L3) ={01,011,0111,01111,001,0011,00111,001111}

LiLy,ULyLs ={01,011,001,0011} U {001,0011,00111,001111}
L,L,UL,Ls={01,011,0111,01111,001,0011,00111,001111}

d) (LU L)t = LT ULY

ist ungueltig

Begruendung;:

z.B. sei ¥ ={0,1} und L; = {0} und Ly = {1}
(L1 U Ly)* = {0,1}* = {0,1,00,11,01, 10, ...}

L{ u Ly = {0,00,000,0000,......,1,11,111, 1111, ....}



1.3 Seien folgende Sprachen gegeben

Ly ={we{0,1}" [|w|i=2n,n>0}, Ly = {w € {0,1}* || w i=2n+1,n > 0}.
das |w|, is die anzahl von 1 im Wort. Also bei L; gerade Anzahl von 1 und
beliebige Anzahl von 0, bei Ly ungerade Anzahl von 1, beliebige Anzahl von 0,
kann aber nicht nur aus Os bestehn, L; schon. Gesucht ist

Vereinigung = L; U Ly, = {0,1}*

Durchschnitt = L; N Ly = {}*

Komplement von Ly = {0,1}* — Ly =
Lo=1,

1.4 Sind folgende Aussagen korrekt? Begruenden Sie Ihre
Antwort.

a) Fuer jedes Paar regulacre Mengen R und S sind die durch (RS)*R und
R(SR)* bezeichneten mengen gleich?

b) Wenn L eine regulaere und F eine endliche Menge ist, dann ist F' U L eine
regulaere Menge.

¢) Die Vereinigung unendlich vieler regulaerer Mengen ist wieder regulaer.



1.5 Fuer eine Sprache L definieren wir:

INIT(L) := {z | x ist Praefix von w fuer ein w € L}

ANF(L) := {z | card({y € L | x ist Praefix von y }) = oo}

INIT(L) enthaelt also alle Praefixe von Woertern in L, wahrend ANF(L) nur
jene Woerter aus INIT(L) enthaelt, die einen Praefix unendlich vieler Woerter
in L darstellen.

a) Geben Sie INIT(L) und ANF(L) fuer L; = {a"b" | n > 0} und Ly = {a"d™ |
0<n<m} an.

b) Was folgt aus card(INIT(L)) i co fuer card(L) und card(ANF(L))?
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Ubungsblatt 2 - SS 2008

2.1 Geben Sie alle Minimalautomaten ber dem Eingabealphabet
{a} mit genau zwei Zustinden (inklusive Falle) sowie die dazu-
gehorigen akzeptierten Sprachen an

DEA: In jedem Zustand gibt es fiir ein bestimmtes Eingabezeichen hochs-
tens einen Folgezustand. Alle Kanten, die von einem Knoten wegfiihren, ha-
ben verschiedene Bezeichnungen.

A= <Q7275aQO7F>

Q....eine endliche Menge von Zustanden

qo € @ = Anfangszustand

F C @ = Menge von Endzustanden

Y. = Eingabealphabet

0:Q x Y — @ = ubergangsfunktion

NEA: In jedem Zustand gibt es es fiir ein bestimmtes Eingabezeichen min-
destens einen Folgezustand. Verschiedene Kanten, die von einem Knoten zu
weiteren Knoten wegfithren, kénnen die gleiche Bezeichnung haben.

A= <Q7275aQO7F>

Q....eine endliche Menge von Zustanden

qo € @ = Anfangszustand

F C @ = Menge von Endzustanden

>} = Fingabealphabet

0:Q x (XU{e}) — P(Q) = iibergangsfunktion

Minimalautomat: Ist die spezialisierte Form der DEA. Denn fiir jede re-
gulare Sprache gibt es einen bis auf Umbenennung der Zustande eindeutig
bestimmten DEA, der minimal in der Zahl der Zustande ist.




Star —-
a
@) (0

Falle —— > {¢}

Folgende Automaten konnte man auch konstruieren. Sind DEAs jedoch keine
Minimalautomaten, weil man die Zustidnde noch reduzieren konnte.

da
e
da

{a}”
O——©@
(@ -@0-

{a}




2.2) Geben Sie die formale Definition eines Minimalautomaten fiir
die Sprache {1?°®}*{1}6 an

Man kann {129%8}*{116 auch als {1" | n = 6 mod 2008} darstellen.Es ist einfach
nachvollziehbar. Durch den Ausdruck {129%%}* wissen wir, dass der Ausdruck 0
mal vorkommen kann, oder aber 6fters, da die Definition von Klee-Stern ¢ aber
auch vielfaches von dem Ausdruck (in unserem Fall {12008} o {12008}  {120081)
sein kann. Wir wissen auch, dass der Ausdruck {1°} einmal vorkommen muss und
den Automaten in den Endzustand bringt. Also muss der Automat folgendermas-

sen sein
1

Start —s={ O

A
1
q2007

A
1

1 1
q2006

—(O—0O



2.3) Sei L = {0,1}*{010}. Geben Sie einen deterministischen endli-
chen Automaten A an, der L akzeptiert. Beschreiben Sie A sowohl
formal als auch durch einen Graphen.

L ={0,1}*{010} kann man auch als L = L; — L, betrachten, wobei

Ly ={0,1}* und Ly = {010} — Ly — Ly = Ly N Ly

1) Erstellen von einem Automaten, der die Eingabe {010} akzeptiert

Start

01

2a) Komplementbildung der oben erstellten Automaten
Das Komplement einer Sprache L tiber einem Alphabet ¥ ist die Sprache
L, die alle Worter in ¥* enthélt, die nicht in L sind: L = ¥* — L = {w €
¥ | w ¢ L}. Alle Endzustédnde werden zur Nicht-Endzustédnde, und alle
Nicht-Endzustande werden zu Endzustanden.

:

1
{
{
{
1
{

T

b2
B e s

14

m A= <{CJO> q1, 42, g3, Q4}> {Q) l}) 5a qo, {q07 q1, 42, Q4}>
5(90,0) = q1 — 0(qo, 1) = @

8(q1,0) = g1 — 8(q1, 1) = go;
6(q2,0) = g3 — 0(qa, 1) = qu;
0(q3,0) = q4 — 6(g3,1) = qu;
0(¢1,0) = @4 — 0(qs, 1) = @



2.4) Entwerfen Sie einen NEA mit genau 6 Zustidnden, der die
Sprache {w € {0,1}* | w enthéalt eine gerade Anzahl von Nullen
oder genau 2 Einsen} akzeptiert.

Zu der Losung kommt man, in dem man Teillosungen vereint.

1) Erstellen von einem Automaten, der genau gerade Anzahl von Nullen
erlaubt

0

0

2) Erstellen von einem Automaten, der genau 2 Einser erlaubt

0 0
1 1
Start —m={ 0 = 0l - . 0



3) Beide Automaten zusammenfiithren. Man fiigt ein neues Startzustand, der
dann jeweils mit einem ¢ zu den jeweiligen “Teilautomaten” hiipft.

4]
Q
1 Q 1
al A\, > 0

m A= <{QO7 q1,92, 43, 44, CJ5}, {Q) l}a 57 qo, {q37 CJ4}>

6 0 1 e

o {+ {} A{ewt
o {a} {e} {}
e {e} {s; {}
q3 {Q3} {} {}
@ {6y {aur {}
e {ay {e) {}



2.5) Konvertieren Sie folgende NEA A in einen dquivalenten DEA
und geben Sie die vom DEA akzeptierte Sprache an: A = ({¢]0 <
i < 5}7 {Qu l_)}7 57 q0, {q07 q4})

NEA

{ff::}

{1

{¢1.93, 91}
{}

{}

i}




Determinisierungsalgorithmus

Zu jedem NEA gibt es einen DEA, der dieselbe Sprache akzeptiert.



Ubergangstabelle Menge der méglichen Nachfolgerzustiande

§* §(.,a) §(.,b) € F?
{a0} {q1, 02} {as ¢F
{a1, @2} {1 {or, 3.} ¢ F
{as} {gs} {1} €r
{o, 00} e, 261 {3} ¢ r
{g5} {} {} ¢r
{1, 02,05F  {} {or, 03, u} €F

Tabelle fiir die DEA

0 a b c F?
{po} Ap} {p2} ¢F
{pi} {} Aps} €F
{pa} Apa} {} ¢ F
{ps} Aps} {} ¢
{ra} {3 {} ¢r
{rs} {} {ps} €F

DEA mit pg als Falle

10



Minimalisierungsalgorithmus

Fiir jede regulare Sprache gibt es einen bis auf Umbenennung der Zustiide
eindeutig bestimmten DEA, der minimal in der Zahl der Zusténde ist.

1) Entferne alle Zusténde, die nicht vom Anfangszustand aus erreichbar sind.

2) Markiere alle Zustandspaare (p,q) als unterscheidbar, fiir die p € F' und
q € F gilt oder umgekehrt, da jeder Endzustand von jedem Nicht-Endzustand
durch das Leerwort unterscheidbar ist.

3) Wiederhole den folgenden Schritt, bis keine weiteren Zustandpaare mehr
als unterscheidbar markiert werden konnen:

Berechne fiir alle Zustandpaare (p,Q) und alle a € ¥ das Nachfolgepaar
(6(p,a),0(q,a)); ist letzteres bereits als unterscheidbar markiert, markiere
auch (p,q) als unterscheidbar.

4. Fasse alle voneinander ununterscheidbaren Zustdnde zu einem einzigen
zusammen. D.h. sind p und q ununterscheidbar, dann ersetze jeden Ubergang
nach q im urspriinglichen Automaten durch einen nach p im minimierten
Automaten und entferne q.

11



Zusatzaufgabe: Geben Sie den Minimalautomaten fuer diese Sprache an
Die Zustandspaartabelle wird mit Wortern ausgefiillt, welche die Nichtaqui-

valenz von Zustandpaaren bezeugen.

Zuerst fiir pg

O]

GOO0@

GO0
G®OO00
GHOO000

GHO0O000
SHO000000
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Zusatzaufgabe: Geben Sie den Minimalautomaten fuer diese Sprache an
Die Zustandspaartabelle wird mit Wortern ausgefiillt, welche die Nichtaqui-

valenz von Zustandpaaren bezeugen.

fur ps

O]

GOO0@

GO0
G®OO00
GHOO000

GHO0O000
SHO000000
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Zusatzaufgabe: Geben Sie den Minimalautomaten fuer diese Sprache an
Die Zustandspaartabelle wird mit Wortern ausgefiillt, welche die Nichtaqui-

valenz von Zustandpaaren bezeugen.

fur p,

O]

GOO0@

GO0
G®OO00
GHOO000

GHO0O000
SHO000000
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Zusatzaufgabe: Geben Sie den Minimalautomaten fuer diese Sprache an
Die Zustandspaartabelle wird mit Wortern ausgefiillt, welche die Nichtaqui-

valenz von Zustandpaaren bezeugen.

fur po

O]

GOO0@

GO0
G®OO00
GHOO000

GHO0O000
SHO000000
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Zusatzaufgabe: Geben Sie den Minimalautomaten fuer diese Sprache an
Die Zustandspaartabelle wird mit Wortern ausgefiillt, welche die Nichtaqui-

valenz von Zustandpaaren bezeugen.

fur py

fur ps

O]

GO
OO E
G®OO00
GHOO000

GHO0O000
SHO000000

16



Zusatzaufgabe: Geben Sie den Minimalautomaten fuer diese Sprache an
Die Zustandspaartabelle wird mit Wortern ausgefiillt, welche die Nichtaqui-
valenz von Zustandpaaren bezeugen.

fiir pops

17



Zusatzaufgabe: Geben Sie den Minimalautomaten fuer diese Sprache an
Die Zustandspaartabelle wird mit Wortern ausgefiillt, welche die Nichtaqui-
valenz von Zustandpaaren bezeugen.

fir popy

18



Zusatzaufgabe: Geben Sie den Minimalautomaten fuer diese Sprache an
Die Zustandspaartabelle wird mit Wortern ausgefiillt, welche die Nichtaqui-
valenz von Zustandpaaren bezeugen.

fir pspg

Reduzierter Autom at

Resulat ist Minimal

19
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3.1) Geben Sie die formale Definition eines Minimalautomaten

sowie der entsprechenden regularen Grammatik fiir die folgende
Sprache L an

I = {Q, Q}*_{Qlooomrs | n Z 0}{(_)2}

L = {0,b}* {0'%"+3 | n > 0}{p*} kann man auch als L = L, — Ly betrach-

ten, wobei

Ly ={0,b}" und Ly = {Q1000n+3}{l_?}2} — Ly —Ly=LiN Ly

a) Erstellen von einem Automaten, der die Eingabe {0993 | n > 0}{b*} akzeptiert




b) Komplementbildung der oben erstellten Automaten

Das Komplement einer Sprache L iiber einem Alphabet X ist die Sprache
L, die alle Worter in ¥* enthilt, die nicht in L sind: L = ¥* — L = {w €
¥* | w ¢ L}. Alle Endzustdnde werden zur Nicht-Endzustdnde, und alle
Nicht-Endzustande werden zu Endzustanden.

Formal:
Q={q|0<i<1002}
A =< Qa {Q7 é}u g, qo, Q \ {quOl} >

¢, 0) = ¢;11V0 < i <998

q999, _) = qo
¢, 0) = qu002V1000 < 5 < 1002

(
E
(g, b) = quop2V0 < k < 1002, k # 3, k # 1000
(
(

Q

g

Q Q 9

g3, b) = 41000
041000, _) = q1001



3.2) Welche Sprache wird von folgender Grammatik, erzeugt?
G={SU}{0,1},{S= 05|10, U = 0U [ 1S | 1}, S)

Grammatiken - Theorie

Eine Grammatik wird durch ein Qaudrupel beschrieben, in der Form
G=(V,T,P,S)

V.....Nonterminale (Alphabet der Variablen)

T..... Terminalsymbole

P.....Produktionen

S.....Startsymbol

<SATZ> —»

I .. ] <SUBJEKT> <PRADIKAT> <OBJEKT>
Beispiel fiilr Grammatik

Grammatik fur die deutsche Sprache <SUBJEKT > - <ARTIKEL> <SUBSTANTIV>
<OBJEKT > = <ARTIKEL> <SUBSTANTIV >
<PRADIKAT> - <VERB>

Satz <ARTIKEL> - die
' / l \ ‘ <SUBSTANTIV> -  Mutter
Subjekt Pradikat Objekt <SUBSTANTIV> - Tochter

/ \ i / \ <SUBSTANTIV> —=+  Professorin
<SUBSTANTIV> =+ Studentin
Artikel Substantiv.  Verb  Artikel Substantiv
<VERB> = langweilt
<VERB> = pniift

die Tochter  besucht die Mutter <VERB> = belehrt
<VERB> = besucht

<VERB:> - beleidigt
<VERB> - totet

Regulare Grammatiken

All die Produktionen einer regularen Grammatik besitzen den Form

A= aB oder A= ¢

A = aB entspricht B € §(A,a) (ein Ubergang vom A nach B mit dem Symbol a)
Eine vom regularem Grammatik generierte Sprache ist regular <= zu jeder
regularen Sprache lasst sich eine regulare Grammatik finden, die sie generiert.




Kontextfreie Grammatiken

QaLnusinaus

» Kontextfreie Grammatiken sind
“Wortersetzer”

- A = 0A1
-A-—>B
-B->#

» Ersetzungsregeln bestehen aus
Produktionen

» Variablen, Terminalsymbole
(Terminale)

» Startvariable: A
-A
— 0A1
— 00A11
— 000A111
— 000B111
— 000#111 .... und Schluss

Ableitungsbaum

-

Ht—Jt+—> +—> «—D>

» Das Wort 000#111 ist ein Wort 0 0] 0 i 1 1

der Grammatik
> DEfinitiﬂn >G = ({AlB}l {0111#}1 R! A}

— Eine kontextfreie Grammatik »R={A - 0Al,A —>B,B - #}
ist ein Vierer-Tupel »Alternative Schreibweise:
G=(V, £,R,S) »R=§A - 0Al1|B,B - #}

+ V: Variablen

+ Z: Terminale &+
*V und X sind disjunkt >A = 83;11 A~ B#

‘R: A=

R: Ersetzung.sregeln — 000A111 9 #

A - wmitA eV,w € - O0OB111
(VVE) = 000#111

+ S € V: Startvariable

»Ableitung Also:

—FallsA - winR,dannist A ="000#111
UAvV = uwv

—u =*v, wenn es eink Z0
gibt mit Damit ist das Wort 000#111 in der

Sprache L(G)
W DU DU, D =
U, =V L(G) = {#, 0#1, 00#11, 0004111,
> Sprache der Grammatik G 0000#1111, ...}

—LG)={w € E*|S >*V}



Nun zum eigentlichen Beispiel
= ({8.U},{0.1},{S = 05 | LU, U = 0U | 15 | 1}, 5)
V ={S,U},
T ={01},
P={S=05]1U,
pP={ S= 05 | 1U,
U= U | 1
A = aB entspricht B € §(A,

S:>OS:>SG<5(SO):>Q
S=1U0=Ueci51 =1
U=0U=Uc€dU,0 =0
U= 1U =77 € § 1
U=15= S € i(U.1) 1 bzw alles erneut (....)"
die erzeugte Sprache lautet: (0*10*1)*

ist eine regulare Sprache.

Start —-



3.3) Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping Lemmas fiir regulire Spra-
chen, dass die Sprache nicht regular ist. L ={0"1™ | n > 2m > 1}
Theorie: Mittels Pumping Lemma kann man beweisen, ob eine Sprache re-
gular ist oder nicht.

»Pumping-Lemma
— Sei A eine regulare Sprache.
» Dann gibt es eine Zahl p>0
 so dass fur jedes Wort s mit |s| Zp
« sin drei Teile geteilt werden
kann: s = xyz, wobei gilt
= furalleiz0: xyiz e A
" M>0

=[xyl =p.

»>Beweisidee

— Es gibt nur endlich viele Zustande im
DFA von A

— Auf langen Worten wiederholen sich
manche Zustande

— Das Wort dazwischen (namlich y)
kann also beliebig oft eingesetzt
werden!




Bsp.: Sei die Sprache L = {0"1" | n > 0}

S A080  coc0

o A o 4
v
boe 411

o soUeXRePee 4471101
o

0 0" 4" ¢ (M)

Az

04" e [ m) 4

r/\ 043'4.45'&[_(’4) éf

5

Formale Losung:
Annahme Pumping Lemma:

e Dann gibt es eine Zahl p > 0
e so dass fiir jedes Wort s mit | s |> p

e s in drei Teile geteilt werden kann s = xyz , wobei folgendes gilt:
firalled > 0:2y'z2 € Bund |y |>0und | 2y |[<p

= fiir s = 01 € B. dann ist xy € L(0*) und | y |> 0 Sei m =| y |

Dann miissen laut Pumping Lemma folgende Worte in B sein:

i=0— Das Wort zz =0P""1? —= ¢ B

1 =1— Das Wort zyz = 0P1P =—= € B

i = 2 — Das Wort zyyz = zy*z = P71 — ¢ B

i =3 — Das Wort zy®z = 0PT?"1? — ¢ B

Bis auf i = 1 gilt xy’z ¢ B. PL liefert Werte, die nicht in B sind. = B ist
nicht regular



Jetzt zum eigentlichen Beispiel
L={0"1"|n>2m>1}

Pumping Lemma
Wahle N aus Pumping Lemma
Wiéhle x aus L mit | z |[> N und m = N, n = 2N
z = 0*M1Y = ww
D]jv>2l=1>1
2) | v |< N = uv besteht nur aus 0ern = v = 0* und v = ('
3) Vi > 0 : wv'w € L, auch fiir ig = 0
L3 0F o0M0 0PN o 1N — 2N-Io 1N ¢ [,
—~ S ———
%0 w

weil 2n — L < 2n

Widerspruch zur Annahme, dass L regular sei, weil dann uw in L sein miisste.



3.4 Geben Sie fiir eine der folgenden Sprachen - a) oder b) - eine
eindeutige minimale (beziiglich der Anzahl der Produktionen) kon-
textfreie Grammatik in erweiteter GREIBACH-Normalform sowie
fiir jedes Wort der Sprache die Linksableitung in Ihrer Grammatik
an:

a)L, ={0"1" | n >2m > 1}

n>2m>1=2m>1=—m>1

Wie entwickelt sich die Sprache?

001
000011
000000111
000000001111

Fiir jeden Stiick 1, der in die Produktion aufgenommen wird, muss mindes-
tens 2 Stiick 0 aufgenommen werden = ist abgedeckt mit der Produktion
00S1 . Da laut Definition n > 2m ist, darf natiirlich mehr als 2 Stiick 0 in
die Produktion aufgenommen werden = ist abgedeckt mit der Produktion
0U. Die Produktion QU1 ist wiederum der Ubergang vom S nach U. Die
Produktion € beendet die Sprache.

Aus diesen Kenntnissen heraus folgt folgende kontextfreie Grammatik:
G(Ly) = ({5.U},{0,1}. {S = 0051 | QUL U = QU | 0}, S)

V = {57 U}7

T ={0,1},
P={ S= 00SL | OUL
U= 0U | 0}

Ein Wort 0***™1" | n > 1,m > 0 hat dann folgende Linksableitung:
SH0251F ... F O™ iT1" F .. g2t

b)Ly = {a®c™a® | n > 1,m > 1}

Wie entwickelt sich die Sprache?

Fall 1: n vergrossert sich um 1, wahrend m immer konstant bleibt

aaaaacaaa
aaaaaaaaaacaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaacaaaaaaaat
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aaaaaaaaaaaaaaaaaaaacaaaaaaaaaaad

Fall 2: m vergrossert sich um 1, wahrend n immer konstant bleibt

aaaaacaaa

aaaaaccaaa
aaaaaccaaa
aaaaaccaaaq

Es sind 2 verschiedene Falle zu unterscheiden:

Fall 1: n vergrossert sich = ist abgedeckt mit der Produktion S = a°Sa?
Die Produktion von c= Fall 2 ist gewahrleistet mit S = a°Ua®

Fall 2: m vergrossert sich = ist abgedeckt mit der Produktion U = cU
Die Produktion muss irgendwie beendet werden. = ist abgedeckt mit der
Produktion T = ¢

Aus diesen Kenntnissen heraus folgt folgende kontextfreie Grammatik:

G(Ly) = ({S,U. T} {a. ¢}, {S = ¢°Sa® | °Ua®,U = cU | ¢}, S)

V ={S,U,T},
T ={a ¢},
P={ S= dS¢¢ | U,
U= cU | ¢}

11



3.5 Zeigen Sie, dass die Sprache {0"" | n > 0} fiir jedes m > 2 nicht
kontextfrei ist

(Hinweis: Es reicht zu zeigen, dass die Funktion nm nicht linear ist, siehe
Korollar zum Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen, Folgerung 1.70,

Skriptum S. 47.

Ich habe endlich meine Notizen vom letzter Vorlesung gefunden. Und da
stehts schwarz auf weiss =

Korollar zum Pumping Lemma wird fiir den Beweis dafiir, dass eine sprache
kontextfrei ist, angewendet. (in folgender Form zu beweisen):

zu beweisen ist, dass f(n+ 1) — f(n) > n ist.

Beispiel 1 aus der VO: {a™|n > 0}

Korollar angewendet: -

f(n)=n? :> f(n—|—1) (n—|—1)
m+1)?—n*=n*+2n+1-n*=2n+1=2n+1>n

Beispiel 2 aus der VO: {a"’|n > 0}
f(n)=n? :>f(n+1) (n+1)*
m+12=n=n3+3n*+3n+1-n>=3n*+3n+1=3n’+3n+1>n

Nun zum eigentlichen Beispiel

" >0}

f(n)=n" = f(n+1) = (n+1)"™ (hier braucht man binomische lehrsatz)
Binomischer Lerhsatz, allgemeiner Form: (z +y)" = >",_, (1) 2" *y* (1)

Binomischer Lehrsatz angewendet auf (n+1)™ = (n+1)™ = > ;" (7)n™ %1% (1)

(n+1)™—nm=mn™+(m-1n""" "+ ... +mn+l-n">n
binomischZLehrsatz

m > 2 garantiert hier in diesem Beispiel, dass die Summandten rechts von
n™ in der vorherigen summe nicht wegfallen (bei m = 1 wére die linke Seite
nie > n)

12
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Aufgabe 4.1 Sei L1 = {0*"1™0*" ! |n > 0,m > 1}

a) Geben Sie eine eindeutige minimale (beziiglich der Anzahl der Produktionen)
kontextfreie Grammatik in erweiteter GREIBACH-Normalform sowie fir jedes
Wort der Sprache die Linksableitung in Threr Grammatik an.

Betrachten wie zuerst, wie sich die sprache entwickelt 1) m bleibt konstant, n
ist variable m=1 , n=0,1,2,3,.....

10
0001000
000000100000

2) m.n sind variable m=1,2,3/4.... , n=0,1,23,.....

10
00011000
00000011100000

{ S= 000500 | 1T,
T= 1T | 0}

w = 03" 01™ 0 0?1 — Linksableitung:

S E0%50% F 0**350%2 F 0%950%*2 - ... 0°"S0*" - 0°"1T0°" + 0*"1°T0*" +
QSnl3TQQn F F QSnlmTQQn F Q3nlm92n+1

b) Geben Sie eine gsm an, die L; auf Ly = {a®"b*"|n > 0} abbildet. Sind
eine allgemeine Art von Homomorphismen. Mann kan sich dabei unter eine gsm
(generalized sequential machine) einen Automaten mit Ausgabe vorstellen.

z.B. Fiir jeden eingelesenen 0 wird ein a ausgegeben. =—> o/a

Ola lie

Start —s={ g0

1| Ql\ 0je
N



Aufgabe 4.2 Geben Sie einen Homomorphismus h sowie eine reguldre Menge
R derart an, dass h(L1 N R) = Ls fiir L1 = {w € {0,1,2,3}*||w|o =2 w1 =3
lw|z = 6|lw|s} und Ly = {a"b*"*"|n > 0}.

Ein Homomorphismus ist eine Abbildung zwischen zwei mathematischen Struk-
turen, durch die Teile der einen Struktur auf bedeutungsgleiche Teile der anderen
Struktur eindeutig abgebildet werden. Grob gesprochen ist also ein Homomor-
phismus eine strukturerhaltende Abbildung.

z.b. fla®b) = f(a)® f(b)

z.B. lineare Funktionen

L1 = {u} S {Q,l,z,&}* |w|0 =2 |w|1 =3 |w|2 = 6|w|3} =
3}

|
L1 ={w € {0,1,2,3}*||w]o = 6n, |w|1 = 3n, |w|z =2n, |w|s =n} =
Die Symbole 0:1:2: 3 sind im Verhéltnis 6 :3:2:1in L

Das kiirzeste Wort lautet: 000000111223.
Das gewiinschte Verhaltnis von a, bund cin Lo ista:b:c=6:4:9

well |w|p = 6n ist = h(0) =a
weil |w|e = 2n ist = h(2) = bb
weil |w|y = 3n ist = h(1) = ccc

weil der Term verschwinden muss = h(3) = ¢

R:=(0*02*01*03*) = (L1 N R) = {0°" 02" 0 1°" 0 3"|n > 0}
— h(QGn 02271 Ol3n o;n) — h(Q )6n oh Z)Qn ° h(l)l’:n ° (3 )n
~— ~— ~—
a b cce £

_ Qﬁn ° b4n OQQn(OE)



Aufgabe 4.3 Berechnen Sie schrittweise den Wert folgender Terme jeweils in
den Variablenbelegungen I und J, wobei I(z) = 2, I(y) = 4 und J(z) = 1,
J(y) = 0:

Geben Sie die jeweils relevanten Klauseln (MT1/MT2/MT3) der Definition von
Mryp an. Machen Sie den Syntax/Semantik-Unterschied durch korrekte Unter-
streichungen sichtbar.

Definition: Die Semantik von T(D) wird durch die Funktion My : ENV2T (D) —
D festgelegt, die wie folgt definiert ist:

(MT1) Mr(I,v) = I(v) fir v € IVS
(MT2) Myp(I,¢) = ¢ fiir ¢ € KS(D) wobei ¢ die Konstante zum Symbol ¢ ist
(MT3) My(I, f (t1,.stn)) = F(MT(I,t1), ..., MT(I, t,)), wobei f die Funkti-

on zum Symbol f € FS,, (D) ist.
a) —(x(x,1),y) (Term iiber der Modellstruktur Z)

Berechnung fiir die Variablenbelegung I(xz) = 2, I(y) = 4

MT3
MT(Iat) = MT(IaigillD*MT(Lg)
———
I(y)
MT1
Mr(I,t) =" Mr(I,x(z,1)) —I(y)
\L,d)
M (I,z)*Mr(I,1) 4
MT3
My (1,t) "=" (Mp(I,z)*Mp(I,1)) — 4
———
I(z)
Mr(I,t) "2 (I(z) » Mp(I,1)) — 4
—~ ——
2 I(1)
MT?2

Mp(I,t) 2% (2%1) -4
Mp(I,t)=2—4=-2

Berechnung fiir die Variablenbelegung J(z) =1, J(y) =0

MT3
MT(J) t) = MT(J) ig&lll) - MT(‘L g)
———
J(y)
MT1
Mr(J,t) "= Mr(J,x(z,1)) —J(y)
—_———
My (J,z)«Mr(J,1) 0
MT3
MT(J, t) = (MT(J, g) *MT(J, l)) -0
——
J(z)
My (J,t) "B (J(z) * Mp(J,1)) — 0
—~— N——
1 J(1)
Mr(J, ) " 1x1)—0

Mr(J,t)=1-0=1



(MT1) Mr(I,v) = I(v) fiir v € IV S
(MT2) Mr(I,c ) = cfiir ¢ € KS(D) wobei ¢ die Konstante zum Symbol ¢ ist
(MT3) Mr(I, f (tl, otn)) = fF(MT(I,t1), ..., MT(I,t,)), wobei f die Funkti-

on zum Symbol f € FS, (D) ist.
b) —(1,+(y,z)) (Term iiber der Modellstruktur N)

T—y—xr2y
Ty
0 — sonst

Berechnung fiir die Variablenbelegung I(x) = 2, I(y) = 4
Mp(1,#) "=° Mr(1,1) ~Mr(I, +(y.2))
\Yot)
I(1)
Mp(1,1) "= 1(1) = Mr(I, £(y.z))
\Ya)
1 Mz (I,y)+Mr(I,z)
MT3 | -

MT(Ia t) ="1- (MT(LQ) + MT(Ivi))

(I()+ Mz (1,2))
My (1,8) "8 12 (I(y) + Mr(I,z))

(4+1(z)
My (1,t 1-(4+2)
Mr(I,t)=1-6=0

MT?2
) =

Berechnung fiir die Variablenbelegung J(z) =1, J(y) =0
Mr(J,t) "2° Mr(J,1) ~Mr(J, +(y.2))
\Yo)

Mr(J,t) "2 1(1) © Mr(J, +(y.z))
~N —]
1 MT(‘LE)J"MT(J’E)

Mp(J,t) Y22 15 (Mp(J,y) + Mp(J,z))
(J () +Mr(J,z))
MT1 .
Mr(J,t) "B 15 (I (y) + Mr(J, z))
(0+J(z)

My (J,t 1-(0+1)
Mr(J,t)=1-1=0

MT?2
) =



Aufgabe 4.4 Beweisen Sie: Fiir jeden Term t uber N, der keine Variablen aussr
moglicherweise z enthélt, gilt Mr(I,t) < (I(z)+2)"! , wobei n die Anzahl der
Vorkommen von Funktionssymbolen in t ist.

Der Text der Angabe lautete sinngeméss etwa ”Das Ergebnis eines Terms, der
nur maximal eine Variable enthilt, ist immer kleiner oder gleich dem Wert der
Variable+2 hoch der Anzahl an Operationen+1.”

Term ¢t — enthélt x, 0, 1

Mr(I,t) < (I(x) 4+ 2)"1.... n..Anzahl der Vorkommen von Funktionssymbol
Beweis mittels vollstandiger Induktion

Induktionsanfang: n =0

Mr(I,t) < (I(t) +2)!, stimmt fiir alle t € {z,0,1}

t = o(t1,t2) wobei o € {4, =, x}

t1 mit iq S_ymbole und to mit i3 Symbolen => i1 + i3 =n

Induktionshypothese: i < n
Mr(I,t) < (I(t) +2)"*

Induktionsschritt: (Induktionshypothese fiir den Fall n+1)

Fir jedes unserer Symbole ( +, -, * ) zeigen wir, dass die Bedingung erfiillt
ist, wenn sie von den Termen links und rechts des Symbols erfiillt wird. Ein
Term t mit n+1 Symbolen besteht aus zwei Teiltermen ¢; und to, verkniipft mit
einem unserer Symbol. ¢; enthélt 7; Funktionssymbole, entsprechend enthalt ¢5
12 Symbole. Es gilt t; 4+t = n (n+1 - dem einen Symbol mit dem verkniipft
wird)

Addition:

Me(L )+ Mr (L, t2) < (I(2)+2) 4 (1(2)+2)2 4 < 2¢(I(2)+2)mor (it
weil der Term (I(z) + 2) mindestens den Wert 2 hat, gilt fiir das Ganze:

2 % (I(,CE) + 2)maz(i1+1,i2+1) < (I(.’L‘) 4 2)ma$(i1+1,i2+1)+1 < (I(.’L‘) 4 2)n+2

Und das entspricht der Induktionsbehauptung fiir n+1.

Multiplikation:
(I(z) +2)" 1+ (I(x) +2)=7 < (I(2) +2)2F2F2 < (I(2) +2)"+°

Subtraktion:

Mr(It1) — Mr(Ita) < Mp(L,ty) < (I(x) +2)2H < (I(x) +2)"+2

Es gilt deshalb Mrp(I,t1) — Mr(1,t2) < Mr(I,t1), da entweder Mp(1,t2) >
Mr(1,t1) gilt, worauf der Ausdruck 0 wird, oder Mr(1,t3) < Mr(I,t1), wor-
auf der Ausdruck im besten Fall (i = 0) genau My (I,t1) ist und ansonsten
immer kleiner.



Aufgabe 4.5 Die Modellstruktur §* sei genau wie S definiert, mit dem einzigen Unterschied, dass
5% eine zusiitzliche zweistellige Relation = enthilt. s; = so — lies: *s; ist tiefer als so" — trifft genan
dann zu, wenn |s;| > |so| gilt. (Unter der Tiefe eines Stacks s verstehen wir also |s|, die Linge
des entsprechenden Binirworts.) Fiir das entsprechende Pridikatensymbol soll die Infix-Notation
verwendet werden.

Dricken Sie folgende Relationen durch Boolsche Ausdriicke ither §* aus:

a) Stacks x und y sind gleich tief

anders ausgedruckt: x ist nicht tiefer als y, und y ist nicht tiefer als x = beide
gleich tief
S(zry) A(y-z

(@ -y) A=y - x) = (= y) V (y - )

b) Der Unterschied der Tiefen von x und y betrigt genau 1.

Der Unterschied ist dann genau 1, wenn |a| — |y| =1V |y| — |z| =1

Da wir die Langen nicht voneinander subtrahieren konnen, sondern nur mit
push und pop 1 addieren/subtrahieren kénnen, formen wir um:

2l = [y] + 1V [y| = Jo] +1

Ich wéhle deshalb die Methode mit +1 (push), weil bei 2 Stacks, die beide
leer sind, -1 (pop) wieder einen leeren Stack ergeben wiirde. Push funktioniert
immer, weil die Stacks theoretisch ins unendliche wachsen kénnen.

So, wir konnen aber nicht auf gleiche Lange iiberpriifen, also wandlen wir das
auf den kleiner (tiefer)-Operator um: a = b <= —(a < b) A =(b < a)

= (z>y+DA=(y+1>2)V(~(y>x+1)A=(z+1>y))

7y ist um 1 grosser als x ODER x ist um 1 grosser als y.”

Noch die Negatoren zusammenfassen: =((z > y+ 1)V (y +1 > z)) V -((y >
z+1)V(r+1>y)

Und noch mal: =(((z >y+ 1) V(y+1>z)A((y>z+1)V(z+1>y)))
So, den Ausdruck jetzt an die passenden Stack-Operatoren anpassen:

~((( = pushl(y)) vV (pushl(y) - x)) A ((y = pushl(z)) V (pushl(z) - y)))

c) Die durch gz, y und z bezeichneten Stacks sind in dieser Reihenfolge nach
(nicht notwendigerweise strikt) aufsteigender Tiefe sortiert.

anders ausgedruckt: y ist tiefer als x, oder (x ist nicht tiefer als y und y ist nicht
tiefer als x) UND z ist tiefer als y, oder (y ist nicht tiefer als z und z ist nicht
tiefer als y)

((y=z)V(2(z=y) An(y=2)) ) A(z=y)V(2(y=2) Ao(2=Y)))
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Aufgabe 5.1 Es sei

n = while (z#y) do begin y—z; if (£>2) then x—(zl) else y—0 end
Geben Sie eine vollstindige syntaktische Analyse von 7. Mit anderen Worten:
Zeigen Sie schrittweise, dass m € ALIL

SYNTAX VON ALI: Die Menge ALI der Statements iiber Z ist die kleinste
Menge, fiir die gilt:

(AL1) Ist v € IVS und t € 7(Z), dann ist vt € AL(Z)

(AL2) Sind o, 8 € ALI, dann ist begin o ; 8 end € ALI

(AL3) Ist B € BA(Z) und sind o, 3 € ALI, dann ist if B then a else § € ALI
(AL4) Ist B € BA(Z) und a € ALI, dann ist while B do o € ALIT

while (x#y) do begin
ye—z
if (z>2)
 then ze(x.1)

. else y<=0

ond Y

oy iy eIVSANzeT(Z) y«—z€ ALI

ag:x € IVSA(x1) e T(Z A:L;a2:$<;($_1)€ALI
as Yy €IVSAO0ET(Z) 2 a3 =y« 0€ ALI

i (2>2) = By € BA(Z) AN, a3 € ALT ALS B =if Bithen as else az € ALI

:al,ﬂeALIAngfy:beginal;ﬂm € ALI
:(z#y) = By € BA(Z) A~y € ALT 22 § = while By do v € ALI

> R |

While (x#Y) do
begin
if (x}Z)/j
then xe—(x-1)"
-
elsey Q

end -,

u'!

WhileB_do
”’rbegin _
o
if B,

then at,

else o,

__end

__rf_ﬂ



Aufgabe 5.2 Es sei m das ALI-Programm
while (z > y) do begin x «— (x — 1) ; y «— 1 end
Berechnen Sie M a2 (1, ), wobei Z(z) = 2 und Z(y) = 0

While (x>y) do While B do
begin
g L begm
xe(x-1);
vl —a,
end

ay =z (x—1) ag =y «—1 B=(x>vy)
8 =begin ay ; as end v = while B do 3

SEMANTIK VON ALIL Die Semantik der Statements aus ALI wird durch die
Funktion My, : ENV x ALI — ENYV festgelegt, die definiert ist durch:
(MAL1) Muar(I,ve=t) = I' wobei I'(v) = M7 (I,t) und I'(w) = I(w)

(MAL2) Mac(I, begin a; B end) = Mac(Muac (1, ), B)

(MAL3) Mac (I, if B then a else 8) =

Mac(l, o) falls Mpa(l, B) = true

Muac(I,B) falls Mpa(I, B) = false

(MAL4) Mar(I, while B do o) =

Muar(Mac(I, ), while B do ) fiir Mpa(I, B) = true

T fir Mpa(I,B) = false

Muc(l, m) =
= M (I, while B do ) =
[Mpa(l,B) = Mpa(l, (z>y)) = M1(l,z2) > M7(l,y) = (2> 0) = t]

Y2 Mac(Mac(1,9), while B do )

Mac(l,begin an, az end) = (Mac (I, a1), az) links anfangen: zuerst a1, az
—> 1 auswerten

MAY Mac(l) 2 e— (@ —1) =T

wobei I'(z) = Mz (I,(x — 1)) =Mz, z) —M7s([,1)=I(z) —1=2-1=1
— dasneuel — I'(x) =2—-1=1  daher I'(1,0)

y bleibt gleich —0 Mac(I' = (1,0), a2)

—> a9 auswerten

MALL Muc(I")y—1 =1"

wobei I (y) = M7 (I,1)

= neues 1, also I” (x) bleibt gleich =1  I"(1,1)

MAL2

I//( ) 1
MAL(I"( ) L(y)=1) =Mac((I", 1), 02) = (1,1)
Mac((1,0),a2) = (1,1) = neue Belegungsfunktion von I

- Programm neu auswerten und zwar mit 1,1

Bei (MAL4) ist d erste Bedingung nicht erfiillt,sondern d zweite =—> FALSE

MAL2 Ay ac(I”,while B do B) = I(1,1) ist f Einmal wurde die ganze Schleife durch-
gelaufen. Beim zweiten versuch wurde die B Bedingung nicht mehr erfullt



Aufgabe 5.3 Geben Sie fiir jede der folgenden Grammatiken und die von der
jeweiligen grammatik erzeugte Sprache an, ob Sie regulédr, kontextfrei und/oder
monoton ist:

1. Gi = ({4,B},{0,1},{A=0B,B = 14, A = ¢}, 4)

2. G2 = {{A,B},{0,1},{A = 0B,B = Al, A= 1}, 4)

Gl = <{AaB}a{Qal}a{A:>QB7B :>lAaA — €}7A>

G1 =
. V ={A, B},
T =A{0,1},
P={ A= 0B | €
B= 1A 1,A)

A = 0B =014 = 010B = 01014 = A(01)"A = (01)"0B = (01)""'A = ..
~~ —~ —_— —— ~~
c 01 (01)2 (o1)" (o)~

(G ist eine regulidre und somit auch kontextfreie Grammatik.

(G1 ist nicht monoton, da in einer monotonen Grammatik A = ¢ nicht erlaubt
ist, nachdem A auch auf der rechten Seite der Produktion vorkommt (mit B =
14)

L(Goo) wird von einer reguldren Grammatik erzeugt und somit sicherlich regulér.
Laut Chomsky-Hierarchi muss ise auch kontextfrei und monoton sein.

G2 = <{AaB}a{Qal}a{A:>QB7B — Al7A — 1}3A>

Ga = (
V ={A, B},
T ={0,1},
P={ A= 0B | 1
B= Al 1A)

A = 0B = 0A1 = 00B1 = 00411 = 0"A1" = "1 B1" ! = nHlA1ntl =
~~ ~~ —— —
1 ol12 0213 onin+1

G4 ist eine kontextfreie und monotone Grammatik

Wegen der Produktionen B = Al und A = 1 ist G2 nicht regulér.

LGe) = {01! | n > 0} ist keine regulire, aber eine kontextfreie und somit
monotone Sprache.

Dass £(Ge) kontextfei ist, kann man z.b. mittels gsm-Abbildung auf {a"b" | n >
0} beweisen

Kontextsensitive Gr.: Eine GR heisst kontextsensitiv, wenn ihre Regeln von
der folgenden Form sind: I — = mit |I| < |r|.



Aufgabe 5.4 Sei L = {w €{0,1,2,3"} | |w|o = 2|w|; = 3Jw|z = 6|w|3}.
Geben Sie eine monotone Grammatik G mit G = ({S},{0,1,2,3}, P, S) an, die
L erzeugt und erldutern Sie die Arbeitsweise Threr Grammatik.

= L ={we{0,1,2,3}*||w|o = 6n, w1 = 3n, |w|z = 2n, |w|s =n}

P:={5=0°1%2’3" 5 |0,1,2,3}

0°132%23! S — x kann w beliebig oft auf S abbilden. 'S, 225, 2385, ....
——

Ebenfalls giiltig:
06m13m22n3n > 1.7 (+, weil keine ¢

UWazy = yz | z,y€{0,1,2,3}}

— zwel nebeinander stehende Terminale konnen vertauscht werden.

Bsp.: wir haben 000000111223 und wir wollen die ler nach vorn

=— 00000 01 11223 =-0000 01 011223 =000 01 0011223 =00 01 00011223
—~— —~— —~— —~—

rYy—yxr rTYy—yx rYy—yx rTYy—yx

Y=y Y=y Y Y=y
=0 01 000011223 = 01 0000011223 = 100000011223...... = 111000000223
~—~ ~—~



Aufgabe 5.5 Sei L = {w €{0,1,2,3"} | |w|o = 2|w|; = 3Jw|z = 6|w|3}.
Zeigen Sie, dass L nicht kontextfrei ist - 16sen Sie (a) ODER (b)!

(a) Geben Sie eine deterministische gsm an, die L auf {a5"0°"¢%"} abbildet.



(b) Begriinden Sie in &hnlicher Weise wie in Beispiel 4.2, dass L nicht kontextfrei
sein kann.

LN{0r,17°,2°,3") = {0°"1%"22"3"} wie Bsp. 4.2,

LeLy(regulaer) LeLa(kontext fret)

LiNLs2 ist kontextfrei
Das gewiinschte Verhéaltnis von a, bund cin Lo ist a:b:c=6:4:9

weil |w|p = 6n ist = h(0) =a
weil |w|z = 2n ist = h(2) = bb

weil |w|y = 3n ist = h(1l) = ccc

weil der Term verschwinden muss = h(3) = ¢

h({06m13"2%"3"} = {QG"QG"QG" | n > 1} ¢ Lo (Beweis im Skript: Pumping
Lemma fiir kontextfreie Sprachen.

Annahme: L ist kontextfrei = Widerspruch zur Annahme, dass L kontextfrei
ist.

= L - kontextfrei

Vereinigung ja  ja ja ja
Konkatenation ja  ja ja ja
Kleenescher Stern ja  ja ja ja
Komplement ja  mnein ja nein
Durchschnitt ja  nein ja ja
Durchschnitt mit reg. Mengen ja ja ja ja
Homomorphismen ja  ja nein ja
e-freie Homomorphismen ja ja ja ja
inverse Homomorphismen ja ja ja ja
gsm-Abbildungen ja ja nein ja
e-freie gsm Abbildungen ja  ja ja ja
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Aufgabe 6.1 Definieren Sie eine deterministische Turingmaschine, welche die Spra-
che

L={1m™™ = 1"41™ | n,m > 1}

akzeptiert und die Kellerautomatenbedingung erfiillt (s. Definition 1.101 auf Seite 58
im Skriptum; bitte beachten: eine Turingmaschine, welche die Kellerautomatenbedin-
gung erfillt, ist keineswegs ein Kellerautomat im Sinne der Definition 1.103!).

Eine Turingmachine erfiillt die Kellerautomatenbedingung:
wenn sie auf dem eingabeband nie nach links gehen kann und

fiir den Lese-/Schreibkopf auf dem Arbeitsband in jeder Konfiguration gilt
links davon nur Non-Blank-symbole
rechts davon nur Blank-Symbole stehen koénnen

M = ({ Qlinkss Qsumls Qsumloks sum?2; sum?2ok» Qend} {_7 = +} ; {207 B, k} ; 55 Qlinks, 20, B, {Qend})
—_—

Zustande Alphabet— EB Alphabet—AB

6 = Ubergangfunktion

Qrinks = Q der Startzustand

zo = V das linke Begrenzungssymbol
B =V das Blanksymbol

Gend = Endzustand

§ =

5(qlmks, 1, B = (qlmks, k, R, R) Arbeitsband 'merkt’ sich Anzahl der ler mit den k
5(leks, = ) = (qum1, B, R; L)

5((15um1; 1 k) = (QSumloky B7 R, L) | k fiir 1 Summand entfernen

5((15um10k; 1 k) = (QSumloky B7 R, L) | + garantie dafiir, dass n > 1
5((15umlok; + k) = (QSum2; k7 R; S)

5(qum2; 1, k = ( Gsum?2ok» B, R, L) | k fiir 2 Summand entfernen

(S(qéumgok, 1 k) (qsumgok, B, R, L) | + garantie dafiir, dass m > 1

5((15um2; 22, ZO) (Qendv 20, S, R)

Bsp.:

§ = (p,a,B;p, A, R, R).....schreibe fur jedes eingelesenes Symbol a ein A aufs
Arbeitsband

5(qlink57 l, B) = (qlinks; k, R, R) schreibe fur jedes eingelesenes 1 ein k aufs Arbeitsband
Wichtiges: Eine Sprache wird genau dann von einer deterministischen Turing-
maschine akzeptiert, wenn sie von einer Typ-0-Grammatik erzeugt wird.



Aufgabe 6.2 Geben Sie ein DOL-System fiir eine der beiden folgenden Sprachen an:
Ll _ {QQ" 12008 QQ"’ | n Z O}
Ly={a®" b"" " d” | n>0}

Gl = ({Q7 l}7 {Q - QQ) (l - l)})Q 120089)

G:=({abed}{a—d* b=V c—~cd—d"}abed)

Das Wesentliche dieser parallelen Grammatiken (L-Systeme) bestehen in der
gleichzeitigen parallelen Anwendung der Produktionen aus einer vorgegebenen

Produktionen-Menge auf alle zeichen einer Satzform.

DOL = Deterministische OL-System
wenn V = T ist und n = 1, G=(V,P,w)

DOL-Systeme Eigenschaften

Fiir jedes Symbol a gibt es genau eine Produktion a — w,

Die Menge der Produktionen = als Homomorphismus h auf V* mit h(a) = w.
Das heit, die Ableitung entspricht den wiederholten Anwendung des Homomor-
phismus h.

DOL-Systeme sind gegenber Vereinigung nicht Abgeschlossen.

z.B. zwei 0L-Sprachen: {a} und {aa}

Vereinigung der zwei Sprachen {a, aa} kann von keinem 0L-System erzeugt wer-
den.



Aufgabe 6.3 Zeigen Sie fiir die von Thnen gewéahlte Sprache aus Beispiel 6.2, dass
diese nicht kontextfrei ist; verwenden Sie dazu einen Homomorphismus oder eine gsm,
um die gegebene Sprache auf eine Sprache der folgenden Gestalt abzubilden:

{@* |n>0, k> 2}

oder

{d*" |n>1, k>2}

a) L= {QQ" 12008 QQ" | n > 0}

Homomorphismus:
h0) =a
h(1) ==

h(QQ"l2OOSQ2"):h(Q)2” h(l)2008 h(g)?" _ Q2"'+1
—— e N —

a e
— h(Ly) = {a® |n> 1)
gsm:

Ols Ol

1e
Start —- 1le

b) Ly = {a®" b*" ™ d” | n >0}

Homomorphismus:

h(a) =a

o) =e , hie)=e , h(d)=c¢

W@ ¢ d) = h(@)® h®)™ W) hd) = @
—— e N N——

a € € 5
= h(Lz) = {a®" |n> 0}
gsm:

Kontextfreie sprachen unter gsm/Homomorphismus abgeschlossen
—> Wiederspruch zur Annahme L;/Ls sei kontextfrei



Aufgabe 6.4 Geben Sie eine Matrixgrammatik (ohne ac) mit erweitert reguldren
Produktionen, also Produktionen der Gestalt A — wC , A — w fiir A,C € N und
w € T™ | fiir eine der beiden folgenden Sprachen an:

Ly = {92" 12008 QQ" | n > 0}

Ly={a®" b " d”" | n>0}

Eine Matrix ist eine endliche Folge von Produktionen [p1, ..., pk, die in der vor-
gegebenen Reihenfolge vollstandig abgearbeitet werden miissen.
Normalerweise ist die Matrixgrammatik gegeben durch:

Gy = (N, T,M,AF)

N....Alphabet der Variablen (Nonterminalsymbole)

T....Alphabet der Terminalsymbole

M....Menge von Matrizen

A....Axiom ...(NUT)*

F....Menge von produktionen, die in den matrizen vorkommen... das heit F* C M

in unserem Fall

ist die die Grammatik ohne ac (also F' = {}).... ac appearance checking (Vor-
kommenstest)

G = (N, T, M, A)

a) L3 _ {QQ" 12008 QQ" | n> 0}

C7‘3 = ({La R}7 {Qa l}a M; Ll2008R)
Matrix M = {[L — ¢, R — ¢],[L — 0°L, R — 0*R]}

1 2

L12008R :S> 02L1200802R :*> 02nL1200802nR [ 02(n+1)L1200802(n+1)R
ES U Ll Y Y ES Y Y ES i

l2008 92l200892 QanZOOSQZn

b) Ly = {a®" b*" ¢ d” | n >0}

G3 = ({A,B,C,D},{Q,Q,Q,C_l},M,ABCD)
Matrix M = {[A—¢e,B—¢,C —¢,D —¢,],[A—d*A,B—bB,C —C,D—d’D,]}

1 2

ABOD =% ¢® AP B’ Od° D = *" A" B Cd”" D = 3 +) Ap> ") BT+ 0"+ p
€ aBb®c7d? aB3nbdn cTngon



Aufgabe 6.5 Zeigen Sie fiir die von Thnen gewéahlte Sprache aus Beispiel 6.4, dass
diese nicht regulér (Ls) bzw. nicht kontextfrei (L4) ist; verwenden Sie dazu einen
Homomorphismus oder eine gsm, um die gegebene Sprache auf eine aus der Vorlesung
bekannte Sprache, welche nicht regular bzw. kontextfrei ist, abzubilden.

Ly = {92" 12008 QQ" | n > 0}

Ly={a®" t"" ¢ d° | n>0}

L3 — {QQ" 12008 QQ"’ | n > O}
L3 = - regular = gsm

1

i]4

Olb

gsm(Lg) = {a"b" [ n > 0}

Ly={a®" 0" " d | n>0}
Ly = — kontextfre: =—> Homomorphismus

ha)=0° h(b)=1 h(c)=¢ h(d)=0°

h(L4) — h(g3nl_)5n27nd9n) _ h(g)3n h(l_))5n h(g)7" h(d)gn _ QinSnQQH
e e Ve
QQn l5n € QQn
h(L4) — {anl5n99n | n Z 0}
= h(L4)— kontextfrei
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Ubungsblatt 7 - SS 2008

Aufgabe 7.1 Bestimmen Sie fiir folgende Formeln durch Angabe des Wahr-
heitswertverlaufs, ob sie giiltig, erfiillbar, widerlegbar, bzw. unerfillbar sind.
Geben Sie, wo moglich, jeweils ein Modell bzw. ein Gegenbeispiel an.

a)(ADB)=(AD>f) | C)

A B C {A=B) {ASE) [((Af))diC a)
t t t t f f t
f 1 : 1 ¢ f i
{ f t t t f t
t f t f f f £
t 1 f t f t f
f t f t t f t
f f f t t f t
t f f f f t t

.. oder mit anderer Methode:

= \ =
A B A
W W W W W
W E 2 W W
b W W W 3
3 W F W F
W W W F W
W F F F W
E W W W i
F W F W i
a) ist erfullbar + wiederleghar
Muodel von a) Gegenbeispiel fur a)
l:= I(A) =W I= (A =W
1By =W I(B) =W
{C) =w {C) =F

|

fﬁ((ﬂk:lfj]lC-_______

(ASB)

EETMMEET™

A

MTMTMmE T TmET

EMETMTMETE



b)(B > -A) = (=B C A4)

mMETNEm
S=Tm
mTME=EP

b) ist Taulogi*+ wiederleabar
fur jedes Modell grfullt b)

2B = I(A) =W
I(B) =W
IiC) =W

I

ESES

MTTMSSTTMSSm
MTTMTMMSSSSe

¢) Taulogie / giiltig
Model von c¢)

I(A) = W
I(B) =W
I(C) =W

A
W
W
W
W
F
F
F
F

J

=ETnET

MTMMSTTNSTNO

nmETNEm

MTTMSSTTSSW

ol

mmE =

MSTMSTMSTsS0



Aufgabe 7.2 Beweisen Sie mittels vollstdndiger Induktion, dass Fy, ..., F, E G
genau dann, wenn (F; A A F,,) D G giiltig ist. (Folgerung 3.32 zum Dedukti-
onstheorem, Vorlesungsskriptum S. 95.)

DEDUKTIONSTHEOREM (laut Skript)
(F1 A ANF,) D G gilt genau dann, wenn F; D (Fy D ...(F, D G)...) bzw
(F1 A ..N F,) D G eine giiltige Formel ist.

Beispiel

B folgt logisch aus A und A D B, das heisst, es gilt A,A D B = B. Daher sind
die Formeln A D ((AD> B) D B) und (AA(AD B)) DB  Tautologien.
Umgekehrt ergibt sich aus der Tatsache, dass (AAB) D (AV B) eine Tau-
tologie ist, dass (A V B) eine logische Konsequenz von A A B ist.

Eine Tautologie im Sinne der Logik ist eine Aussageform, die unabhéngig von
den Wahrheitswerten ihrer Bestandteile stets wahr ist. Der Wahrheitswert einer
Tautologie ist wie der der Kontradiktion allein eine Funktion der durch semanti-
sche Regeln definierten Wahrheitsbedingungen der in ihr enthaltenen logischen
Konstanten.

Ind. Anfang: n=1
Fi, ... Fn ': G gdW Fi,.... . Fn_1 ': (FN D G)

Ind. Anfang: n
... Fn ): G gdw Fi,....Fn_p ): ((FNf(nfl) AN Fy) D G)

Ind. Schluss:
.. Fn ): G gdw Fi,....Fn_p ): ((FNf(nfl) AN Fy) D G)

n—n+1l
gdw Fl;--~-7FN—(n+1) ': (Fan ': ((FN—(n—l) VANAY FN) D G)) (a)
gdw Fl;--~-7FN—(n+1) E(FN—n/N...ANFn) D G) (b)



Aufgabe 7.3 Zeigen Sie, dass folgende Formeln H;, Ho, H3 paarweise quivalent
sind. Verwenden Sie dazu Satz 3.28 aus dem Vorlesungsskriptum.

H =-((G=D)1K)>(C|(ETD))

Hy= (CL(ETD))v((G=D)1K)
Hy = (C 1 (E1D))c~((G=D)1K)
B A

aa

A

Satz 3.28

Seien aq, as Substitutionen, sodass Aa;~ Aas fiir alle Variablen A gilt. Dann
gilt Fay” Fas fiir alle Formeln F.

Folgerung 3.25 (skript Seite 92)
Gilt F' ~ @G, dann auch Fa ~ Ga

-B D A wird zu -—B V A und das zu AV B, was in NF ist
AV B is schon in NF
A C —B ist dasselbe wie =B D A —j wie 1. —; AV B

..alsoist (B D> A)~(AVB)~ (AC-B)

F1 F2 F3

F;= -A> B A B|| -A> B Bv A Bc -A
F,= BvA W W w w w
F;= Bc -A W F W w w
F W W W W
F F F F F

F und G sind dquivalent genau dann wenn F = G giltig —————————— F, =F,=F,

Fi6= H;
s= (E#DITE) CLETD) _ psZ g,
Fyd = M

— F165F265F3(S — H,=Hy=H;j



Aufgabe 7.4 Finden Sie konjunktive und disjunktive Normalformen zur Formel
F=((C>(t1?B))D>-~((-BVA) ]| A))indem Sie sowohl
die syntaktische als auch die semantische Methode zur Normalformenbildung
anwenden. Geben Sie die KNF von F auch in Mengennotation an.

Semantische Methode zur Normalformenbildung

F=((C2(t1B))>~((=BVvVA)|lA))

.

¢ A

t B B A B
w w w w W W W w W W
F W W w W W W W W W
w W F w w F W W W F
F W F w w F w W W F
W W W w E: W F F F W
F W W F F W F F F W
w W F W w F F F FF
F w F w w F F F FF

Syntaktische Methode zur Normalformenbildung

F=(((C2>(t1B))>~-((=BVA)lA))

MSsMsTsTsEO

e

s e e e e



Aufgabe 7.5 Finden Sie durch Konstruktion geeigneter Ableitungsversuche im
Sequentialkalkiil jeweils entweder ein Gegenmodell oder den Nachweis, dass die
Formel giiltig ist.

a)((FAAD)D> (D> (~BVB)))DA

b)((ADD)>(BAC))D(-CD(-(ADD)V B))
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Aufgabe 8.1 Driicken Sie folgende Pradikate bzw. Satze als Formeln in N
iber der Standardsignatur aus. Lassen Sie dabei Unterstreichungen weg und
verwenden Sie Infixnotation, sowie eventuell auch die auf Seite 74 des Vorle-
sungsskriptums vereinbarten Schreibvereinfachungen. Achten Sie allerdings auf
vollstandige Klammerung in den Termen.

a) (AANE) D (DVC) ist logische Konsequenz v. =(A D B) und =B D (C' A D).

Axinom Axinom
A B,E+B,C,D A C,D,E+ B,C,D
AE+rB,C,D,-B —-—r AE(CAD)FB,C,D A-1I
-BD> (CAD),(AE),A+ (D ,C),B D—l
-BD>(CAD),(AE)F (D

ﬂADmﬁBDKMDM& MwaC)ﬁ—l
-(AD>B),~BD>(CAD),(ANE)}F (D,C) D -l
-(AD>B),BD>(CAD),ANE)YF(DVC) V-—r
~(ADB),BD>(CAD)F(AANE)D(DVC) D-r

Ist ableitbar, also richtig.

b) Die Formel (wAV B) A (C D (D A (A D B))) ist unerfiillbar.

Antiazinom

——
A,CF B
Antiazinom Antiazinom
—~ —_—
A+ B C-D CHFADB ~7T

AFB - CFDA(ADB) "7
F(-AB) -7 CEDAMADB) "
F(-AVB) V" (C>(DA(ADB)) "
F(AVB)A(CD(DA(ADB))) AT

Aus den Antiaxiomen

AC+FB A=t C=t, B=f
CkHD C=t, D=f

A+ B A=t, B=f

sieht man dass z.B.

A = true, B = false, Rest egal
ein Gegenmodell wire = b) — giiltig

F,A,CFB

F,CF D = wird aber fiir F = B, D zu einer Menge von Axiomen
F,Ar B= B,D+F (mAVB)AN(C D (DA (AD B))) b) ist ableitbar.
Fiir B=true, D=true wird die Formel also erfiillt. = b) ist erfiillbar



Aufgabe 8.2 Ergianzen Sie den Beweis der Korrektheit des Sequentialkalkiils
(Satz 3.44) um die zwei Fille fiir die beiden Implikationsregeln D —r und D —I.

Die Relationen F und = konnen als Mengen angesehen werden. Laut Induktion
reicht es, wenn man folgendes nachweisen kann

* Fiir jedes Paar (F,G) gilt folgende Relation: = gilt F' = G so gilt auch F + G
* die Relation [ ist gegeniiber Abschlusseigenschaften von F abgeschlossen

D -r

1) Annahme

FAF G,B __, (Gilt F und A, so gilt mindestens eine G oder B)

Man geht also den umgekehrten weg. Schaut sich also an, wo dieses Axiom als
resultat vorkommt und leitet dann alles zuriick.

FA-GB -,

F+ G B,-A

Beweis fiir die Annahme:

FA E GB <~

Jede Interpretation, die F und A erfullt, macht mindestens ein G € G wahr <>
Jede Interpretation, die F erfiillt, macht mind. ein G € G wahr oder erfiillt A
nicht (Def. 3.38)

= F E G, A

2) Folgerung (siche Definition von S-Kalkiil Seite 100)

auf der rechten Seite gilt die oder Bedingung —

F+GB-A _,

F +F G,(BVA)

Beweis fiir die Folgerung:

F E GAB <~

Jede Interpretation, die F erfiillt, erfillt mind. ein G € G oder A oder B <—
Jede Interpretation, die F erfiillt, erfiillt mind. ein G € G oder (A V B)

< F E G, (AVB)

3) Schlussfolgerung

FAFGB .

FF G (BV-A4) : <=

Jede Interpretation, die F erfiillt, erfiillt mind. ein G € G oder (B V —A) <
Jede Interpretation, die F erfiillt, erfiillt mind. ein G € G oder (A D B)

i< F E G, (A D B) (wegen (BV —-A) = (A D B) (Normalformen -
synaktische Methode)



Aufgabe 8.2 Ergianzen Sie den Beweis der Korrektheit des Sequentialkalkiils
(Satz 3.44) um die zwei Fille fiir die beiden Implikationsregeln D —r und D —I.

Die Relationen F und = konnen als Mengen angesehen werden. Laut Induktion
reicht es, wenn man folgendes nachweisen kann

* Fiir jedes Paar (F,G) gilt folgende Relation: = gilt F' = G so gilt auch F + G
* die Relation [ ist gegeniiber Abschlusseigenschaften von F abgeschlossen

D -l

1) Annahme

F F GA - (Gilt Fund A, so gilt mindestens eine G oder B)

Man geht also den umgekehrten weg wie oben. Schaut sich also an, wo dieses
Axiom als resultat vorkommt und leitet dann alles zuriick.

F-A+G FBFG gy

F,(Bv-A) - G

—

F,(ADB) G

FAEGud F,BEG :+

Jede Interpretation, die F und A erfillt, erfillt mind. ein G und

Jede Interpretation, die F und B erfiillt, erfiillt mind. ein

: <= Jede Interpretation, die F und A oder B erfiillt, erfiillt mind. ein G : <=
F,(AVB)EG



Aufgabe 8.3 Verwenden Sie den Tableau-KalkUl um fUr folgende Formeln
entweder je ein Gegenbeispiel zu finden oder deren GUItigkeit nachzuweisen.

a) 7((DAN-E)ANA)A=((CV E)D(CA-D)))

:oa)

: a ohne -

: ((DAN=E)ANA)

: (CVE)D(CA=D))
: (D/\ﬁE

: CVE

: CA-D

: C | (12) t: E (Wiederspruch zu (8))
: C  (Wiederspruch zu (11)) | t: D

= == O 00O Ok W
L~ O — ——

f
t
t
f
t
t: A
t: D
f: E
t
f
t
f

PR

=
~—
—~
—~
S

S—E)V(~E>C)A((AVC) D (=4 D C))

(Do>=-E)V(REDC)H)A((AVC)D(-ADC0))
(DD>-E)V(-EDCQC)

(AvC)D (mADC) 2(1)

D>-E 2(2)

-E>C

D 2(4)

-F

E 2(7)

-E  z(5)

C

E z9) (Widerspruch (11) - (8) )
AV C  z(3)

C

A (1)

A (Widerspruch (17) -
C 8

1
2
3
4
5
6
7
8
9
1
1
1
1
1
1
1
1
1 (Widerspruch (18) -

)
)
)
)
)
)
)
)
)
0
1
2
3
4
5
6
7
8

PR

—

(16) )
(15) )

b) ist giiltig



Aufgabe 8.4 Aufgabe 8.4 Zeigen Sie mittels Resolution, dass die atomare For-
mel A eine logische Konsequenz der Formeln ~((BVC)AD) D A,-B=D,B D
(BAC) und —C ist. Gehen Sie dabei wie folgt vor: a) Verwenden Sie das Deduk-
tionstheorem bzw. Folgerung 3.32 um das Problem auf einen Giiltigkeits- bzw.
Unerfiillbarkeitsnachweis fiir eine einzige Formel zu reduzieren. b) Verwenden
Sie (eine moglichst giinstige) Transformation in KNF um eine entsprechende
Klauselmenge zu erzeugen. ¢) Finden Sie eine entsprechende Resolutionswider-
legung.

-(BVC)AD)D>A, -B=D, BD(BAC), -C EA

gdw (Dediktionstheorem)

EA-((BVC)AD)DA) AN (-B=D) AN (BD(BAC) AN (RC)DA
Annahme:¥ = nicht giiltig —
= —([-((BVC)AD)DA) AN (=zB=D) A (BD(BAC) A (=C)] DA

Resulution ist ein Verfahren, dass ebenso wie der Tableau-Kalkiil die Giiltigkeit
einer Fo indirekt zeigt, indem —F wiederlegt wird.

1) Transformiere —F in eine Klauselmenge, d.h. in eine konjunktive Normalform.

~{({(BVC)AD)D A}, {=B=D} , {BD(BAC)} , {=C} , {4}

2) Berechne aus der Klauselmenge mit Hilfe der Resolutionsregel neue Klauseln,
sogenannte Resolventen. Gelingt es, die leere Klausel herzuleiten, haben wir
einen widerspruch gefunden, d.h. die urspriingliche Formel war giiltig.
{(BvC)AD) DA} ~ (BVC)AD)VA ~ (AVBVC)AN(AV D)=
{A,B,C},{A,D}

(-B=D} ~ (BA-D)V(=BAD) ~ (BV(BA=D))A (DB A
D)) ~ (BV-B)A(BVD)A(-DV-B)A(-DVD) ~ (BVD)A(-BV-D) =
{B,D},{-B,—-D}

(B> (BAC)} ~ -BV(BAC) ~ (~BVB)A(=BVC) ~ (=BVC)=
{ﬁBaC}

Alles zusammenfassen

({(BVC)AD) > A} ~ (BVC)AD)VA ~ (AVBVC)A(AVD)=
{B,D},{-B,~D}

—

{{AaBaC}a{AvD}v{B’D}v{ﬁBaﬁD}v{ﬁBaC}}



1) A B,C

2) A, D

3) B, D

4) -B, -D

5) -B,C

6) -A

7) -C

8 4, C 1,5

9) A, 7.8

10) { 6,9 = Widerspruch zu Annahme,

da Unerfiillbarket (Zeile 10) mit Resolution gezeigt wurde (Wegen Leere Menge),
die Leere Menge kann nicht erfiillbar sein.

= Formel A ist logische Konsequenz von =((BVC)AD) D A, -B=D, BD
(BAC), -C

Erlduterung: Zeile 8
{A,B,C} {A’B,C}
. AC




Aufgabe 8.5

Verwenden Sie Resolution um fiir folgende Klauselmengen jeweils zu testen, ob
sie unerfiillbar sind:

a) K= A,B,C,C,D,A, —LB,D,—!A,B,C,—lA, —lB,D,A, —|C,D,—|B,C,—|C
b)K = A,B,C,C,D,A,-B,D,-A,B,C,-A,-~B,D,A,-C,D, A, B,-A

Beriicksichtigen Sie dabei, dass Tautologien und subsumierte Resolventen red-
undant sind.

Suh

Sub10
Sub12

Tautologie

4,7Sub 11
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Aufgabe 9.1 Driicken Sie folgende Pradikate bzw. Satze als Formeln in N
iber der Standardsignatur aus. Lassen Sie dabei Unterstreichungen weg und
verwenden Sie Infixnotation, sowie eventuell auch die auf Seite 74 des Vorle-
sungsskriptums vereinbarten Schreibvereinfachungen. Achten Sie allerdings auf
vollstandige Klammerung in den Termen.

N = <{07 1,2,3, }7 {+7 > *}ﬂ {<’ :}7 {07 1}>
= Signatur X' = ({+, —, *}, {<,=},{0,1})
——— —— S —

FS PS KS

FS=Funktionssymbol PS=Pradikatensymbol KS=Konstantensymbol

a) x ist gerade, aber nicht durch 4 teilbar

GO+ 1) v0) =) A=E(+1+ 141 50) =]
EI(((1+1) *w) = )] A=G)[((1+1) *v) = u)]

b) x und y sind in der selben Restklasse modulo 3.

o~ o~

(y<z) 2 (Fu)[(z —y) = (ux(1+1+1)))

>

(z <y) D (Fu)lly —z) = (ux(1+1+1)))

~—

¢) in jedem Intervall der Form [n,2n] (n > 1) liegt mindestens eine Primzahl

n) 2 (Fu)[((n—1) <u) A (u < ((1+1) xn) + 1)) A (V) (Vw)[((v + w) =

—
~—
<
—
S
|
—
=
=



Aufgabe 9.2 Ergianzen Sie den Beweis der Korrektheit des Sequentialkalkiils
(Satz 3.44) um die zwei Fille fiir die beiden Implikationsregeln D —r und D —I.



Aufgabe 9.3 Zeigen bzw. widerlegen Sie folgende Aquivalenzbehauptungen:

a) (Vy)P(z,y) =pr (V2)P(z, 2)

b) (Vo)(Fy)Q(z,y) ~e (32)(Vy)Q(y, z)

¢) (V2)[Q(x) A —Q(2)] ~e (F2)[Q(x) O ~Q(x)]

d) (z)(Vy)P(z,y) =pr (Vz)(Vy)P(x,y)



Aufgabe 9.4 Zeigen Sie die Giiltigkeit von (3z)(Jy)[Q(z,y) D (V2)Q(a, )] mit
dem Tableau-Kalkiil oder finden Sie ein Gegenbeispiel, falls diese Formel nicht
gultig ist. Markieren Sie alle auftretenden - und J-Formeln als solche.

y-Regel: t (W)F .. 3IX)F
t F(xi) f. F(xk)
5-Regel: f (W) F t (I F
- F(x/C) t F(x/c)

a) 7((DAN—-E)ANA)A—-((CV E)D(CA-D)))

(1) £ @E2)@F)R(z,y) O (V2)Q(a,2)] ~
2) £ BylQa,y) D (V2)Q(a,2)] (1) v
3) £ Qla,t) D (v2)Q(a,2) (2)

4) t Qa,t) (3)

() £ (V2)Q(a,2) ¢

(6) £ Q(a,b) 5)

(7) £ Qa,b) > (V2)Q(a,2) (2)

®) t Qa,b) (7)

Wiederspruch 6/8 @ = giiltig



Aufgabe 9.5
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Aufgabe 10.1 Bringen Sie folgende Formel F' schrittweise in Klauselform:
F = —[(Vz)P(z,z) V (3z)P(a, )] A (Vo) [(By) P(f (), f(y)) A (32)(P(z, f(2)) D P(a,2))]

Aufgabe 10.2 Wenden Sie das Regelsystem &R an um fiir folgende Atommengen einen allgemein-
sten Unifikator zu berechnen, bzw. um festzustellen, dass die Menge nicht unifizierbar ist.

a) {P(z,9(x,2)), P(f(y),g(u,u))}
b) {R(9(x),y, f(y,x)), R(v, f(v,v),u)}
c) {Q(xz, f(c), Qy,y), Qa,2)}

Aufgabe 10.3 Finden Sie zur Klauselmenge IT = {Cy, Cy, C3} mit Cy = {P(z, z), ~P(z,a)},
Cy = {P(x,y),P(z,f(z))}, Cs = {P(z,x),P(:z:,y),P(z,f(z))}

a) alle Faktoren von Klauseln in II,
b) alle bindren Resolventen von (geeigneten Varianten) von Klauseln in II,
c¢) alle Robinson-Resolventen von (geeigneten Varianten) von Klauseln in II.

Beachten Sie, dass die Varianten variablenfremd sein miissen. Es geniigt jeweils eine Variante einer
Klausel anzugeben. Geben Sie auch jeweils die verwendenten MGUs und das resolvierte Atom an.

Aufgabe 10.4 Finden Sie eine Resolutionswiderlegung von

I ={{~R(z,c,0)}, {R(9(c), 9(c). 9(x))}, {R(z,y.2), ~R(g(2),z,y)} }.

Geben Sie dabei die verwendeten MGUs, die resolvierten Atome und die Elternklauseln der Resol-
venten an.

Aufgabe 10.5 Verwenden Sie die Resolutionsmethode um folgenden Satz zu beweisen: Jede
reflexive, euklidische Relation ist symmetrisch. Genauer: Zeigen Sie durch Transformation in
Klauselnormalform und anschliefflende Anwendungen der Resolutionsregel, dass refl, eukl = sym
gilt, wobei:

refl = (Vz)R(x,x),

eukl = (V) (Yy) (V2) [(R(z,y) A R(z,2)) > R(y, 2)],

sym = (Va)(Vy)[R(z,y) > R(y, z)].



