Endliche Automaten und reguléire Sprachen

Aufgabe 1 Entwerfen Sie jeweils einen NEA mit der angegebenen Anzahl von Zustéinden (ohne

Beriicksichtigung der Falle!) fiir die folgenden Sprachen:

a) {w € {0}* | w beginnt mit 00} mit drei Zusténden,
b) {0} {1} {0}" {0} mit drei Zustéinden,

(2 Punkte)
(2 Punkte)

c) {w € {0,1}* | w enthilt eine gerade Anzahl von Nullen oder genau zwei Einsen} mit sechs

Zusténden,

(4 Punkte)

d) {w € {0,1}* | w beginnt mit 0 und endet mit 1} N{w € {0,1}* | w enthdlt mindestens drei

Symbole 1} mit fiinf Zusténden.

Losung 1
a) 0
0
7 O,
b) 0 1 0
q0 %1 OQQ
c)
1 1
3 O
c q1 q2
0 0
q0 >
1
q3 %4
d)

0
UG S
q0 \th Q2 qg

=0,

(4 Punkte)



Aufgabe 2 Konvertieren Sie folgenden NEA M in einen #quivalenten DEA und geben Sie eine
regulére Menge fiir die vom jeweiligen DEA akzeptierte Sprache an.

a) M = ({ql | 0 S { S 5}7{avb}véaq07{q0aq17Q4}) mit

0 | a b

q0 {Q17 QQ} {(J3}

q1 {} {}

a2 | {} {q1,03, 04}

a3 | {as} {}

q4 {q17 QQ} {}

a | {} {+

(4 Punkte)
b) M = ({qz | 0 S 1 S 2}7 {07 172}753 qo, {qQ}) mit

5 |0 1 2

o [{n} {3 {ew}

a | {}  Aet {}

a2 | {e} {} {90, 2}

(4 Punkte)
Loésung 2
a) R

0 a b
{CIO} {(h, CI2} {q?,}
{(J17Q2} {} {Q1,Q37Q4}
{Q3} {Q5} {}
{} {} {}
{a1,03, 04} | {1, 02:05F  {}
{gs} {} {}
{a1, 02,05} | {} {a1, 93,94}

Startzustand des DEA: {qo}

Endzustéinde des DEA: {{q0},{q1, 42}, {q1, 43,94}, {01, 92, 45} }
Akzeptierte Sprache: L(M) = {ab}* U {ab}*{a}

b)

~

0 0 1 2

{0} {an} {+ Aa}
{a1} {} {e} {}

{} {} {+ {

{a2} {0} {+ {a0, 9}
{QO7Q2} {QO7QI} {} {QO>Q2}
{QO7Q1} {Lh} {LI2} {QO}

Startzustand des DEA: {qgo}
Endzustidnde des DEA: {{¢2},{q0,q2}}
Akzeptierte Sprache: L(M) = ({2}*{01}{2}*{0,2})" {2}*{01}{2}*




Aufgabe 3 Geben Sie fiir folgende Sprachen die formale Definition des entsprechenden Mini-
malautomaten sowie eine minimale eindeutige reguldre Grammatik an:

a) {0110}*{0111} (4 Punkte)
b) {00}{02006}* (4 Punkte)
¢) {00}*{02006} (4 Punkte)
Losung 3
)
0

M = ({g; | 0 <i<4},{0,1},0,q0,{ga}) mit

6 = {(q0,0,q1), (91,1, ¢2), (g2, 1, ¢2), (¢3,0, 90), (g3, 1,q4) }

G = ({q0,q1,92,93,44},{0,1}, P, qo) mit

P ={q — 0q1,q1 — 1q2,92 — 1g3,93 — 0qo,q3 — 1q4,qa — €}

b)
[ O R
o »~ 0 .~ 0o 0 0 0...0.Q
'(]0 %1 %2 (] qr 42005
M = ({gi | 0 <4 <2005}, {0},0,qo, {ge}) mit
0 ={(4:,0,¢i+1) | 0 <4 <2004} U {(g2005,0,q0)}
G = ({a:] 0 <i < 2005}, {0}, P, qo) mit
P ={qi — 0gi1+1 | 0 < i <2004} U{g2005 — 0qo, 96 — €}
c)

v o )

42001

M = ({g; | 0 <14 <2006},{0},0, g0, {q2006 })

0 = {(4:,0,qi41) | 0 <4 <2005} U {(g2006, 0, g2001) }

G = ({¢: | 0 <i <2006}, {0}, P, qo)

P ={q — 0giy1 |0 < i <2005} U {g2006 — 0q2001, G2006 — €}



(Nicht) Kontextfreie Sprachen

Aufgabe 4 Beweisen Sie mit Hilfe des Pumping Lemmas fiir regulire Sprachen, dass folgende
Sprachen nicht regulir sind:

a) L ={a®"b™ | n € N} (4 Punkte)
b) L={a""|neN} (4 Punkte)
Loésung 4

a) Beweis indirekt. Angenommen, L = {a®"b™ | n € N} ist reguliir. Sei dann n die Konstante
aus dem Pumping Lemma und z = ¢®*b"". Dann gilt z € L und |z| = 12n > n. Nach dem
Pumping Lemma miissen u, v, w € {a,b}* so existieren, dass z = vvw, |uv| < n und |v| > 1
sowie uviw € L fiir alle i € N.

Dann muss aber uv € {a} und wv?w = a®*T"Ib™ aus L sein. Wegen 1 < |v| < n gilt nun
jedoch 5n + 1 < 5n + |v| < 6n und daher 5n + |v| # 5n, d.h., uv?w kann nicht aus L sein.
Aufgrund dieses Widerspruchs kann L keine reguléire Sprache sein!

b) Beweis indirekt. Angenommen, L = {a™” | n € N} ist regulir. Sei dann n die Konstante aus
dem Pumping Lemma und w = a™’. Dann gilt w € L und |w| = n® > n. Nach dem Pumping
Lemma miissen z,y, 2 € {a}* so existieren, dass w = zyz, |zy| < nund |y| > 0 sowie 23’z € L
fiir alle i € N. Dann muss aber zy?z = a™’+19l aus L sein. Wegen 1 < |y| < n gilt nun jedoch
nP+1<n3+ |yl <nP+nund (n+1)3 =n®+3n?2+3n+1dh., n® <nd+y| < (n+1)3 und
daher kann a™’*+1¥! nicht aus L sein. Aufgrund dieses Widerspruchs kann L keine reguliire
Sprache sein.

Aufgabe 5 Zeigen Sie ohne direkte Anwendung des Pumping Lemmas, dass die Sprache
{a®"=4p%*a* 1 | n > 1,k > 2} nicht regulér ist, indem Sie sie mittels einer gsm auf {a*"b™" |
n > 1} reduzieren. (Sie konnen dabei davon ausgehen, dass {a*"b™" | n > 1} nicht regulir
ist.) (6 Punkte)

Losung 5 Beweis indirekt. Angenommen, die Sprache L = {a®"~*b°*a*" ! | n > 1,k > 2} ist
reguldr. Sei dann M = ({g; | 0 <1 < 7},{a,b},{a,b},0,q0,{q7}) die (deterministische) gsm mit
5((]0?0“) = (q17a2)= 6(q1ﬂa’) = (q17a)? 6(q17b) = (q27‘€)7 (5((]2717) = (q275)7 §(qi7a) = (Qi+1;5) fiir
2 <4 <6, 6(q7,a) = (g7,b). Da die Familie der reguliiren Sprachen gegeniiber beliebigen gsm-
Abbildungen abgeschlossen ist, miisste auch M (L) = {a®"b?" | n > 1} reguliir sein, was aber nicht
der Fall ist. Widerspruch! Somit kann auch L nicht regulér sein.

ala b/e a/b

a/a? ;Q\ b/e ‘@ ale a/e  afe
. \th q2 Q]s OQ?

q0

Aufgabe 6 Zeigen Sie mit Hilfe eines der Korollare zum Pumping Lemma fiir kontextfreie
Sprachen, dass {a®" | n € N} nicht kontextfrei ist, indem Sie zeigen, dass die Funktion 3" die
im entsprechenden Korollar beschriebenen Bedingungen erfiillt. (4 Punkte)

Loésung 6

Korrolar A: Fiir jedes ¢ € N existiert ein n € N mit f(n+1) > f(n)+ec. Es gilt 37! =37 43"+
3" > 3" 4 c fiir z.B. n = ¢. Beweise nun die Ungleichung 3 > ¢ durch Induktion: Induktionsbasis:
c = 1: 3 > 1 ist offensichtlich richtig. Induktionshypothese: 3¢ > ¢. Induktionsbehauptung:
31 > ¢ + 1. Einsetzen und Umformen ergibt: 3°t! =3°+3°+3°>c+c+c=3c>c+1 &
2¢ > 1< ¢ > 1. Somit haben wir mittels Induktion bewiesen: 3¢ > ¢ gilt fiir alle ¢ € N.



Aufgabe 7 Geben Sie fiir die Sprache {a3"’4b5ka4"+1 |n>1k> 2} eine kontextfreie
Grammatik in erweiterter GREIBACH-Normalform und iiberdies die eindeutig bestimmte
Linksableitung fiir jedes Wort in Threr Grammatik an. (6 Punkte)

Loésung 7 Wir erhalten zum Beispiel folgende Grammatik:

G = ({S,A,B},{a,b}, P,S) mit P={S — a?4a°, A — a®Aa* |0’B,B — V’B | b°}
Linksableitungen in G:
S — a2Aa9 :>n71 a3n74Aa4n+1 S a3n74b5Ba4n+1 :>k72 a3n74b5(k71)Ba4n+1 [
a4kt fiir alle n > 1, k > 2.

Aufgabe 8 Geben Sie eine Turing-Maschine an, welche die Kellerautomatenbedingung erfiillt und
jedes Wort w der Sprache {a"b*" | n > 1} mit der Endkonfiguration ZywZqsZoqy akzeptiert,
wobei ¢f der einzige Endzustand ist. (12 Punkte)

Losung 8 M =(Q,T,V,d,qo, Zo, B, F) mit
Q={q90,01,92,93.9¢}, F ={ar}, T ={a,b}, V = {Zo, B, A}.
Die Ubergangsfunktion ist gegeben durch:

5((]03 a, Ba q1, Aa Sa R)

5((]1; a, B; q2, Av Sv R)

d(q2,a, B;qo, A, R, R)

6(qo, b, B; g3, B, S, L)

6(g3,b, A;q3, B, R, L)

d(q3, Za, Zo; qr, 20, S, S)

Aufgabe 9 Geben Sie ein DOL-System G mit L(G) = L sowie alle Ableitungen fiir folgende

Sprachen L an:

a) L=1{a*"b*" | n>0} (3 Punkte)
b) L ={03"12" | n >0} (3 Punkte)
Loésung 9

a) G = ({a,b}, P,A) mit P = {a — a® b — b3}, A = ab;
ab =" a2"p3" fiir alle n > 0.

b) G = ({0,1}, P, A) mit P = {0 — 03,1 — 12}, A = 01;
01 =" 0%"12" fiir alle n > 0.

Aufgabe 10 Zeigen Sie ohne Zuhilfenahme des Pumping Lemmas, dass folgende Sprachen L nicht
kontextfrei sind, indem Sie sie mittels eines Homomorphismus auf {a®" | n > 0} abbilden:

a) L={a®"b®" |n>0} (3 Punkte)

b) L=1{0"1*" |n >0} (3 Punkte)
Loésung 10

a) Beweis indirekt. Angenommen, die Sprache L = {a?"b*" | n > 0} ist kontextfrei. Sei

dann h der Homomorphismus mit & : {a,b}* — {a}* sowie h(a) = € und h(b) = a. Da die
Familie der kontextfreien Sprachen gegeniiber beliebigen Homomorphismen abgeschlossen ist,
miisste auch h({a? 5" | n > 0}) = {a®" | n > 0} kontextfrei sein, was aber nicht der Fall
ist. Widerspruch! Somit kann auch L nicht kontextfrei sein.

b) Beweis indirekt. Angenommen, die Sprache L = {0%"12" | n > 0} ist kontextfrei. Sei
dann h der Homomorphismus mit & : {0,1}* — {a}* sowie h(0) = a und h(1) = e. Da die
Familie der kontextfreien Sprachen gegeniiber beliebigen Homomorphismen abgeschlossen ist,
miisste auch A({0%"12" | n > 0}) = {a®" | n > 0} kontextfrei sein, was aber nicht der Fall
ist. Widerspruch! Somit kann auch L nicht kontextfrei sein.



