1 Aussagenlogik

Aufgabe 1.1 Zeigen Sie fiir das Formelpaar (F,G) die Aquivalenz der beiden Formeln F und G:
F=(AAB)V(mAA-B)und G=(A— -B)— = (—-A— B).

Losung 1.1 Beweis durch Wahrheitstabellen:
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Aufgabe 1.2 Zeigen Sie mittels Wahrheitstabellen, dass die beiden Formeln F' und G nicht dquiv-
alent sind: F' = (AAB)V (mAA-B)und G=-B — (-A — A).

Losung 1.2 Beweis durch Wahrheitstabellen:

|A[BJ(AAB)[ (FAA-B) | (AAB)V (-AA-B) |
t [t [t f t

t | f 1S f f

St | f f f

fLlf 1S t t
’A‘B‘—\B‘—\A—)A‘—\BH(ﬂAﬁA)‘

t [t [f ¢t t

t [ flt t t

flt 1 f 1 f t

fLf ]t f f

Aufgabe 1.3 Eruieren Sie, ob die Formel F = AA (B A (AV B))
(a) eine Tautologie,

(b) erfiillbar,

(c) widerlegbar,

(d) eine Kontradiktion ist.

Losung 1.3 Beweis durch Wahrheitstabellen:
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AN (BA(AV B)) (iibrigens dquivalent zu A A B) ist daher erfiillbar und widerlegbar, aber
weder eine Tautologie noch eine Kontradiktion.



Aufgabe 1.4 Transformieren Sie die Formel
(AVB)A(A—= B)A((BAC) = =2A)ANC AN—=(-AAB)
in konjunktive Normalform (KNF).

Losung 1.4 Nachdem die Grobstruktur der Formel bereits in KNF ist, kénnen wir die Teilformeln
separat in KNF umformen, und die resultierenden Klauselmengen vereinigen:

(A V B) ist bereits in KNF

(A— B)=(—AVB)

(BAC)— —A)==(BAC)V—-A=(=-BV-CV-A)

C ist bereits in KNF

-(-mAAB)=(AV-B)

Die urspriingliche Formel in KNF lautet somit:
(AVB)A(=AVB)A(-BV=CV-=A)AC A (AV -B)

Die resultierende Klauselmenge ist also:

{{Aa B} ) {_'Av B} ’ {_'Ba -C, _'A} ’ {C} ) {A7 _'B}}

Aufgabe 1.5 Geben Sie eine geeignete Substitution fiir das Formelpaar (F, G) so an, dass F'o = G
gilt:

F=(BANA)— Bund

G=((-B—-A)ANC)AN((-BV-A)V()) — ((-B—-A)NC).
Losung 1.5 Beweis durch Angabe einer geeigneten Substitution ¢ mit Fo = G:

(FRBV=A)VC)  ((=B——=A)AC)

7= A B

Aufgabe 1.6 Verwenden Sie den Sequentialkalkiil, um die Unerfiillbarkeit der Formel
-(B— ((AN=(BV(C))V B))

nachzuweisen.

Losung 1.6 Wir miissen versuchen, = (B — ((AA = (BV C))V B)) F abzuleiten:

Axiom
BF(AAN-(BV()),B -
BF(AAN-(BV(C))VB -

FB— ((AAN-(BV())VB) -

“(B—=((AAN-(BV(C))VB))F

Der Ableitungsversuch fiihrt also in diesem Fall zu einer Ableitung. Wegen der Korrektheit des
Sequentialkalkiils ist damit die Unerfiillbarkeit der Ausgangsformel bewiesen.

Aufgabe 1.7 Verwenden Sie den Sequentialkalkiil, um die Giiltigkeit der Formel

nachzuweisen.

Losung 1.7 Der Sequent F (wA — —=B) — ((-A — B) — A) ist ableitbar und daher ist die
entsprechende Formel - wegen der Korrektheit des Sequentialkalkiils - giiltig:

Axiom Axiom
Axiom A BFA _.,. BFAB __
(-A—-B),AFA .., BFA-A -B,BFA __,
(A —-B)F A, -A (-A—-B),BF A )
(—\A—>ﬂB),(ﬂA—>B) FA ey
(FA—--B)F(nA—-B)— A —

(A= B) = (A= D)= A)



Aufgabe 1.8 Verwenden Sie den Sequentialkalkiil, um ein Gegenmodell fiir die Formel
(CAD)—=(E— (=BVB))—A

zu finden.

Losung 1.8 Wir bilden folgenden Ableitungsversuch:

Anti-Axiom  Anti-Axiom

- A,C FAD A, :
FA (CAD) E—(-BVB)FA __,
(CAD)— (E— (-BVB)F A -

F(CAD)— (F— (-BVB)))—A

Das Anti-Axiom ganz links gibt an, dass jede Interpretation I, die A und C auf f abbildet, ein
Gegenmodell zu ((C A D) — (E — (-nBV B))) — A ist; also z.B. I mit I(A) = f, I(B) = t,
I(C)=f1, I(D) =t.

(Da bereits ein Zweig, der in einem Anti-Axiom endet, zum Nachweis der Widerlegbarkeit ausreicht,
muss der Rest des Ableitungsversuchs nicht weiter ausgefiihrt werden.)

Aufgabe 1.9 Finden Sie durch Konstruktion eines geeigneten Ableitungsversuchs im Sequential-
kalkiil entweder ein Gegenmodell oder den Nachweis, dass die Formel

(=(P—=Q)VvVP)—P
giiltig ist.

Losung 1.9 Der Sequent - (-(P — Q) V P) — P ist ableitbar und daher ist die entsprechende
Formel - wegen der Korrektheit des Sequentialkalkiils - giiltig:

Axiom
PHPQ e
FP(P—Q) --; Axiom
P -Q)FP PP
P -Q)VPFP -
F-P—-Q)VP)—P

Aufgabe 1.10 Finden Sie durch Konstruktion eines geeigneten Ableitungsversuchs im Sequen-
tialkalkiil entweder ein Gegenmodell oder den Nachweis, dass die Formel

(FAV B) — A)A((AN-B) — B)
giiltig ist.

Loésung 1.10 Wir bilden folgenden Ableitungsversuch:

Anti-Axiom
-AF A BFA vVl

("A\/B)"A e :
F(-AvVB)— A F(AA=-B)— B A_,
F((-wAvVB)— A)A((AA—-B) — B)

Das Anti-Axiom links gibt an, dass jede Interpretation I, die A auf f und B auf t abbildet, ein
Gegenmodell zu ((mAV B) — A) A ((AA—-B) — B) ist; also z.B. I mit I(4) =1, I(B) =t.

(Da bereits ein Zweig, der in einem Anti-Axiom endet, zum Nachweis der Widerlegbarkeit ausreicht,
muss der Rest des Ableitungsversuchs nicht weiter ausgefiihrt werden.)



Aufgabe 1.11 Beweisen Sie mittels Resolution die Giiltigkeit der Formel
(AVB)A(A— B)A((BANC)— —=A)ANC — (mA A B).

Losung 1.11 Da Resolution ein indirektes Verfahren ist, zeigen wir die Giiltigkeit einer Formel,
indem wir ihre Negation widerlegen:

F=(AVB)A(A—=B)A(BAC)— -A)ANC — (mANAB)

Durch Umformung erhalten wir

“F=(AVB)A(A—=B)A((BAC)— =A)ANC AN—=(-AAB)

was zur Klauselmenge

K ={{A,B},{-A,B},{-B,-C,-A} ,{C},{A,~B}} fiihrt (siche Beispiel 1.4).

Zum Nachweis der Unerfiillbarkeit von K (und damit der Richtigkeit der urspriinglichen Formel
F) dient zum Beispiel folgende Resolutionswiderlegung:

1. {A, B} eK 6. {B} Resolvente von 1 und 2
2. {-A,B} €K 7.  {=C,-A} Resolvente von 3 und 6
3. {-B,-C,-A} €K 8. {-4} Resolvente von 4 und 7
4. {C} €K 9. {-B} Resolvente von 5 und 8
5. {A,-B} eK 10. {} Resolvente von 6 und 9

Aufgabe 1.12 Beweisen oder widerlegen Sie mittels Resolution die Klauselmenge
K= {{P’ Q}’ ) {ﬁQ7 R} ) {ﬁpv Q} ) {ﬁR}} :

Losung 1.12 Zum Nachweis der Unerfiillbarkeit der Klauselmenge dient zum Beispiel folgende
Resolutionswiderlegung;:

1. {PQ} €K 5. {-Q} Resolvente von 2 und 4
2. {-Q,R} €K 6. {—=P} Resolvente von 3 und 5
3. {-PQ} €K 7. {®} Resolvente von 1 und 6
4. {=R} eK 8. {} Resolvente von 5 und 7

Aufgabe 1.13 Beweisen oder widerlegen Sie mittels Resolution die Klauselmenge
K ={Q,Rr} {P,-Q},{-P,Q},{~R}}.

Loésung 1.13 Wir bilden systematisch alle nicht-redundanten Resolventen:

1. {Q,R} €K 5. {P,R}  Resolvente von 1 und 2
2. {P,-Q} €K 6. {Q} Resolvente von 1 und 4
3. {-PQ} €K 7. {P,—~P} Resolvente von 2 und 3
4. {=R} eK 8. {Q@,~Q} Resolvente von 2 und 3

Klauseln 7 und 8 sind Tautologien und koénnen daher gestrichen werden. Klausel 6 subsumiert die
Klauseln 1 und 3, welche dadurch ebenfalls redundant sind.
Nach Elimination dieser redundanten Klauseln beiben folgende iibrig:

2. {Pv_‘Q}
4 {-R}
5. (PR}
6. {Q}

Als einzige neue nicht-redundante Klausel kommt noch {P} als Resolvente von 2 und 6 bzw. 4
und 5 hinzu.

Nun lassen sich keine neuen nicht-redundanten Resolventen mehr bilden. Die leere Klausel ist
also nicht aus K ableitbar. Wegen der Widerlegungsvollstindigkeit des Resolutionskalkiils ist die
Klauselmenge K damit als erfiillbar nachgewiesen.



2 Pradikatenlogik

Aufgabe 2.1 Ubersetzen Sie folgendes Textbeispiel in eine logische Formel:
Alle klugen Zauberer konnen fliegen. Aron ist klug, kann aber nicht fliegen.
Daher ist Aron kein Zauberer.

Loésung 2.1 Mit den Pridikaten Z: "ist ein Zauberer", K: "ist klug" und F: "kann fliegen" erhal-
ten wir folgende Formel: (((Vx)(Z(z) A K(z)) — F(x)) A (K(a) A =F(a))) — —Z(a)

Aufgabe 2.2 Geben Sie ein Modell fiir die folgende Formel an:
(V) (vy) (P(,y) — P(z, f(y)) A (V)= P(z, z)

Losung 2.2 Sei M = (N, @, I) eine Interpretation mit ®(P) =< und ®(f) = s wobei s(n) =n+1
fiir alle n € N (s bezeichnet man als die "Nachfolgerfunktion"). (Der Wahrheitswert ist unabhéingig
von der Variablenumgebung I, da alle in der Formel vorkommenden Variablen durch Quantoren
gebunden sind, und muss daher hier nicht extra definiert werden.)

M ist ein Modell der gegebenen pridikatenlogischen Formel, da

fiir alle z,y € N gilt: wenn x < y dann x < y + 1 und

fiir alle x € N gilt: £ «.

Aufgabe 2.3 Geben Sie fiir die folgenden Atomformeln einen allgemeinsten Unifikator bzw. Griinde
an, warum die Atomformeln nicht unifizierbar sind:

L P(f(x,9(y,2)),a,9(b,2),  P(f(v,w),u,g(b,a))
2. P(g(h(u,v),),d, f(y),c),  P(g(2),c, f(h(a,b)),d)

Loésung 2.3 Wir erhalten folgende Losung:

1. Der allgemeinste Unifikator der beiden Atomformeln ist
o={ve—x,w—g(ya),u—az—a}

2. Die beiden Atomformeln sind nicht unifizierbar, da die Konstanten ¢ und d nicht gleichgesetzt
werden konnen.

Aufgabe 2.4 Geben Sie einen Resolutionsbeweis der folgenden Formel an:
A = (Vo) (Fy)(V2) (Vu)(P(z,u, ) — Py, z,u)) — (Vo) (P(z,2,2) — P(f(z), f(2), f(2)))

Losung 2.4 Da Resolution ein indirektes Verfahren ist, zeigen wir die Giiltigkeit von A, indem
wir ihre Negation —A widerlegen:

—A = =[(V2)(3y) (V2) (Yu) (P(2, u, x) — Py, 2,u)) — (V2)(P(z,z,2) — P(f(z), f(2), f(z)))]
e Transformation von —A in Normalform:

Schritt 1 Transformation in Normalform 1:

1. Elimination von —:
=[(V2) (Jy) (V2) (Yu) (P (2, w, 2)VP(y, z,u))V (V2 ) (~P(z, 2, 2)VP(f(2), f(z), f(2)))]

2. = nur vor Atomen:

(V) (Fy) (V2) (Vu) (=P (z,u, ) V Py, z,u)) A (Fz) (P (2, 2, 2) A=P(f(2), f(2), f(x)))

3. Variablennormalisierung:

(V) (Fy) (V2) (Vu) (=P (2, u, ) V P(y, 2,u)) A (F0)(P(v,v,0) A =P(f(v), f(v), f(v)))



Schritt 2 Transformation in Normalform 2 (Skolemform) durch Elimination der 3-Quantoren:
(Jy) liegt im Bereich von (Vz):

(Va) (V2) (Yu) (= P(z, u, ) V P(f(2), z,u)) A (30)(P (v, 0,0) A=P(f(v), f(v), f(v)))
(3v) liegt nicht im Bereich von V-Quantoren:
(V)

2)(V2)(Vu)(=P(z,u,2) V P(f(2), 2,u)) A (Pa, a,a) N =P(f(a), f(a), f(a)))

Schritt 3 Weglassen der V-Quantoren (Negationsnormalform):

("P(Z,U,Z‘) v P(f(x),z,u)) N (P(aaava) A _'P(f(a),f(a)vf(a)))

Schritt 4 Transformation in KNF:
die Formel ist bereits in KNF

(_'P(Za U,:Z?) \ P(f(‘r)a Zau)) A P(CL, a7a) A _'P(f(a)a f(a)v f(CL))
Klauselform:

C= {{ﬁP(z,uw),P(f(;v),z,u)}, {P(a=a7a)}7 {ﬁp(f(a),f(a)vf(a))}}

Resolutionswiderlegung von C:

{P(ava’a)} {—\P(z,u,x),P(f(x),z,u)} o1

{P(f(a),a,a)} {ﬂP(z,u,z),P(f(z),z,u)} o2
{P(f(a)’f(a)aa)} {ﬁP(Z,U,LE),P(f(JE),Z,’UJ)} o3
{P(f(a), f(a), fa))} - {=P(f(a), fla), f(a))}

Mit den allgemeinsten Unifikatoren
o1 ={z < a,u— a,z — a},

o9 ={z < f(a),u « a,z — a},

o3 ={z < f(a),u — f(a),z — a}.



