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Elementare Mengentheorie

GEORG CANTOR (1845 - 1918)

,Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterschiedenen Objekten unseres Denkens oder
unserer Anschauung (welche die Elemente der Menge
genannt werden) zu einem Ganzen.*

1874: Uber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen

algebraischen Zahlen.
J. reine angew. Math., 77, 258-262



Elementare Mengentheorie

Eine Menge ist eine Gruppe von Objekten, die als Einheit
reprasentiert werden.

Mengen konnen Dbeliebige Typen von Objekten
beinhalten, inklusive Zahlen, Symbole, und auch andere
Mengen.

Die Objekte einer Menge bezeichnet man als Elemente.
Um einige Konzepte zu veranschaulichen, verwenden wir

Venn-Diagramme. Dabei werden Mengen als Kreise
dargestellt.



Zugehorigkeit

Mengen konnen formal auf verschiedene Arten
beschrieben werden.

Eine Moglichkeit besteht darin, die Elemente aufzulisten:

{7,21,57} enthalt die Elemente 7,21,57

Notation:
e ... Mengen-Zugehorigkeit 7/ e {7,21,57}
¢ ... Nicht-Zugehorigkeit 5¢ {7,21,57}



Mengenvorschrift

Mengen konnen auch durch eine WMengenvorschrift
angegeben werden:

{x|E(x)} Menge der Objekte x fur die E(x) qilt

{xe A|E(X)} Menge der Objekte aus der Menge A
far die E(x) gilt

{xe A|E(X)} Ist aquivalent zu { x | E(x) und x € A}

Beispiel: {n|n=m2firme N}



Kardinalitat von Mengen

Besteht eine Menge aus den Elementen a,,...,a,fUrn > 1,
dann schreibt man A ={a,,...,a,,} (endliche Menge).

Eine unendliche Menge enthalt unendlich viele Elemente.
Beispiel:

Menge der naturlichen Zahlen: N={0,1,2,3,...]}
Menge der natirlichen Zahlen > k: N, = {k, k+1, k+2,...}

Die Menge, die keine Elemente enthalt, wird als leere
Menge bezeichnet und geschrieben als { } oder Q.

Die Anzahl der Elemente einer Menge M bezeichnet man
als Kardinalitat, geschrieben als card(M).

Beispiel. card(A) =n card(d) =0




(echte) Teillmengen
Fur zwei Mengen A und B gilt:

A ist eine Teilmenge von B, wenn jedes Element von A
auch ein Element von B ist.

®

A ist eine echte Tellmenge von B, wenn A eine Teillmenge
von B ist, die nicht gleich B ist.

AcB

A=B wennAcBundBcA



Operationen auf Mengen

Vereinigung: AuB :={x|xe Aoderxe B} KA EB

Vereinigung endlich vieler Mengen M,,..,M,
Vereinigung abzahlbar unendlich vieler Mengen M;,M,,...
M, bzw. U, _ N, M.

UienVi={x]|xe Mflreinie Ny}

IEN1

Fur beliebige Mengen A, sodass M, fur jedes x € A eine
Menge ist, definiert man

UaeaM={Xx|xe M flireinae A}



Operationen auf Mengen

Durchschnit: AnB:={x|xe Aund x e B} ZZA B
ana|0gﬁ|e{1 n}Mi,mieN_'Mi,maeAMa

A B

A und B sind disjunktwenn ANnB =9 Q Q
A B

Differenzmenge: A—B = {x [x e Aund x ¢ B @

Gilt A = B, s0 nennt man B — A das S

Komplement von A (bezlglich B),
geschrieben A



Operationen auf Mengen - Eigenschaften

Seien A, B, C Mengen, dann gilt:

AUA = A ldempotenz

AuB = BUA Kommutativitat
(AuB)uC = Au(Bu Q) Assoziativitat
AUAnB) = A Absorption

AuBnNnC) = (AuB)n(AuC) Distributivitat
A—-(BuCQC) (A—B)n(A—-C) De Morgan‘sches Gesetz

Duale Versionen: Vertauschen von N und U
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(Multi-) Mengen

Die Reihenfolge der Elemente und auch deren
Wiederholung in einer Menge ist nicht von Bedeutung.

(7,7,57,7,21} = {7,21,57}

Bemerkung:

{7} und {7,7} sind identische Mengen, aber unterschiedliche
Multimengen (multisets).
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Sequenzen (Tupel)

Eine Sequenz von Obijekten ist eine geordnete Liste von
Objekten.

Beispiel: (7,21,57) ist eine andere Sequenz als (7,57,21)
oder auch (7,7,21,57)

Endliche Sequenzen werden auch Tupel genannt.

Eine Sequenz mit k Elementen wird k- Tupel genannt.
((7,21,57) ist also ein 3-Tupel oder Tripel; ein 2-Tupel
wird auch Paar genannt)

Mengen und Tupel konnen auch Elemente von anderen
Mengen und Tupeln sein.
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Operationen auf Mengen

Potenzmenge von A:
Menge aller Teilmengenvon A 2A bzw. £ (A)

Beispiel:
A={O=1} 2A={{}= {O}s {1}5 {051}}

Kartesisches Produkt (Kreuzprodukt):
AxB:={x|x=(ab)mtae Aundbe B}
M;X.. XM, :={X]|X=(Xq...,X,) Mitx, € M far 1 <i<n}

card(A) = n, card(B) = m
card(2A) = 2n card(Ax B ) =nm
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Relationen und Funktionen

Relation R auf S: RcSxS

(Definitionsbereich (domain) x Wertebereich (range))

Menge von Paaren (a,b), wobei eine Beziehung zwischen a
und b aus S besteht oder nicht besteht.
Schreibweise: aRb

Eigenschaften von Relationen

1.

ok

Reflexiv wenn aRa flr alle a aus S gilt

irreflexiv wenn aRa fir alle a aus S falsch ist

Transitiv wenn aRc aus aRb und bRc folgt
Symmetrisch wenn bRa aus aRb folgt

Asymmetrisch wenn aRb impliziert, dass bRa nicht gilt.

Beispiel:

Ordnungsrelation < auf der Menge der ganzen Zahlen ist
transitiv und asymmetrisch (und daher irreflexiv )
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Relationen und Funktionen

Aquivalenzrelation:
Relation, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Wichtige Eigenschaft einer Aquwalenzrelatlon R auf S:
S wird durch R in d|Sjunkte nichtleere Aquivalenzklassen unterteilt.
S=S,US,uU...,wobeiflriund | miti=] gilt:

2. Fur jedes a und b aus S;ist aRb wahr
3. Fir jedes a aus S; und b aus S, ist aRb falsch

Beispiel: Kongruenz modulo einer ganzen Zahl m

| =] (mod m) falls i und | ganze Zahlen sind mit der
Eigenschaft, dass i - j durch m teilbar ist.
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Relationen und Funktionen

Hullen von Relationen
E..Menge von Eigenschaften von Relationen Gber S.
E-Hulle von R ist die kleinste Relation R, die alle Paare von R enthalt

und die Eigenschaften aus E besitzt

Transitive Hulle von R, geschrieben R+:

1. Falls (a,b) in R ist, so ist (a,b) auch in R+

2. Falls (a,b) und (b,c) in R* sind, so ist (a,c) auch in R+
3. Nichts ist in R+, aul3er es folgt aus 1. und 2.

Reflexive und Transitive Hille von R, geschrieben R™:
R+u{(a,a)|ae S}

Beispiel: Sei R ={(1,2),(2,2),(2,3) } Relation auf {1,2,3}
R* = { (1 52)5(252)5(253)5(1 53) }
R* ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3) } 16




Relationen und Funktionen

Unter einer Funktion oder Abbildung f: X — Y einer Menge
X in eine Menge Y (festgelegt durch f ¢ X x Y) versteht
man eine Vorschrift, die jedem Element x von X ein
eindeutig bestimmtes Element y aus Y zuordnet: f(x)=y
(f(x) ist der Funktionswert von f an Stelle x)

Funktionswerte von f (range):
rng(f) ={y| (x,y) e f fireinx e X}

f: X—>Yundg: X — Y heif3en gleich, symbolisch f = g,
wenn f(x) = g(x) far alle x e X.
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Relationen und Funktionen

Man nennt f

* surjekiiv von X auf Y, wenn rng(f) =Y

» Injektiv wenn fUr beliebige x4,x, € X aus f(x4) = f(X,)
auch x,= X, folgt.

* bijektiv wenn f sowohl surjektiv als auch injektiv ist.
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Grundbegriffe der Algebra

Sei M eine nicht-leere Menge; unter einer binaren
Operation (Abbildung) - : M x M — M versteht man eine
Vorschrift, die jedem geordneten Paar von Elementen aus
M ein eindeutig bestimmtes Element von M zuordnet.

Anmerkung: Eine Abbildung f: M™ — M (fur n € N) heif3t n-
stellige Operation auf M.

Beispiele:
Aus zwei reellen Zahlen a, b kann man die Summe a+b
oder das Produkt ab erzeugen.

Aus zwel Elementen M, N der Potenzmenge einer Menge
X kann man ihre Vereinigung M o N oder ihren
Durchschnitt M n N erzeugen.
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Assoziativgesetz

Gegeben sei (M,°), also eine nichtleere Menge M mit einer
binaren Operation o

(AG) Assoziativgesetz
(M,°) hei3t assoziativ, wenn far alle a,b,c € M qilt:
(@°b)ec=a-°(b-°cC)
(d.h., es kommt nicht auf das Setzen der Klammern an)

Beispiel: In (N,+) gilt das Assoziativgesetz:
(1+4)+3=1+(4+3)
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Kommutativgesetz

Gegeben sei (M,°), also eine nichtleere Menge M mit einer
binaren Operation o

(KG) Kommutativgesetz
(M,°) heiBBt kommutativ, wenn fir alle a,b € M qilt:
arb=b-a
(d.h., es kommt nicht auf die Reihenfolge an)

Beispiel: In (N,+) gilt das Kommutativgesetz:
1+3=1+3

21



Neutrales Element

Gegeben sei (M,°), also eine nichtleere Menge M mit einer
binaren Operation o

(NE) Neutrales Element
Ein Element e € M mit
eca=ace=a furalleae M
heil3t neutrales Element.

Beispiel: Das neutrale Element von (N,+) ist 0.
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Inverses Element

Gegeben sei (M,°), also eine nichtleere Menge M mit einer
binaren Operation o

(IE) Inverses Element
Gibt es in (M,°) mit neutralem Element zu jedem
a € M (mindestens) einb € M mit
a-b=b-a=e,
so heil3t b ein inverses Element zu a
(man sagt auch: a ist invertierbar).

Beispiel: In (Z,7) sind genau 1 und -1 invertierbar,
in (Q,-) alle Elemente.
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Distributivgesetz

(DG) Distributivgesetz

Seien + und - binare Operationen auf M, M # {}.

Gilt in (M, +, <) far alle a,b,c € M
a-(b+c)=(a-b)+(a-c)und
(b+c)-a=(b-a)+(c-a),

so heif3t - distributiv bezuglich +.

Beispiel: In (N,+,”) ist die gewohnliche Multiplikation distributiv
bezlglich der gewohnlichen Addition:

2:(3+4)=(2-3) + (2 - 4) bzw.

(3+4)-2=(3-2)+ (4 - 2)
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Algebraische Strukturen: Gruppen

Gegeben sei (M,°), also eine nichtleere Menge M mit einer
binaren QOperation °. (M,c) mit genau einer binaren
Operation - nennt man auch Gruppoid.

(M,°) heil3t

« Halbgruppe, wenn (M,°) assoziativ ist;

« kommutative Halbgruppe, wenn (M,°) assoziativ und
kommutativ ist;

« Monoid, wenn (M,°) assoziativ ist und ein neutrales
Element hat;

« Gruppe, wenn (M,°) assoziativ ist, ein neutrales Element
hat und jedes Element invertierbar ist;

« kommutative Gruppe, wenn (M,°) eine Gruppe und
Uberdies kommutativ ist.
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Algebraische Strukturen: Ring, Korper

Eine nichtleere Menge M (M # {}) mit zwei binaren
Operationen + und - (M,+,") heiBt Ring, wenn gilt:

* (M,+) ist eine kommutative Gruppe,

* (M,-) ist eine Halbruppe,

e - ist distributiv bezlglich +.

Ist (M,-) sogar eine kommutative Halbgruppe, so heif3t auch
der Ring (M, +,) kommutativ.

Ein kommutativer Ring (M,+,") mit Einheitselement heif3t
Korper, wenn zusatzlich gilt, dass jedes Element aus M\{0}
invertierbar bezuglich - ist.

(M\{0},") ist also eine Gruppe, wobei 0 das neutrale
Element bezlglich + in (M,+,") bezeichnet).
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Algebraische Strukturen: Semiring

(M,+,-,0,1) heiBt Halbring (oder Semiring), wenn qilt:

* (M,+,0) ist ein kommutatives Monoid (das neutrale
Element bezeichnen wir mit 0);

* (M,-,1) ist ein Monoid (mit Einheitselement 1 # 0);

e -ist distributiv beztglich +;

ca':0=0-a=0fdralleae M.
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Beweise

Ein Bewelis ist ein Uberzeugendes logisches Argument,
dass eine Aussage wahr ist.

Beweis durch Konstruktion

Viele Satze behaupten die Existenz von bestimmten
Typen von Objekten. Ein Weg, solche Satze zu beweisen,
besteht darin, zu zeigen, wie man diese Objekte

konstruiert.

Indirekter Beweis (Beweis durch Widerspruch)

Wir nehmen an, dass der Satz wahr ist, und zeigen dann,
dass diese Annahme zu einer offensichtlich falschen
Konsequenz, einem Widerspruch, fahrt.
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Beweise

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855)

Die Lehrer von Gauss waren sehr erstaunt, als dieser
bereits im Alter von sieben Jahren die Zahlen von 1 bis
100 im Handumdrehen summieren konnte.

Er erkannte namlich sofort, dass diese Summe aus 50
Zahlenpaaren bestand, die jewells 101 ergaben.
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Beweise: Induktion

Um eine Aussage A(n) flr alle n € N (bzw. fir alle n € N,)
zu beweisen: (A(n) hangt von der ganzen Zahl n >k ab.)

Induktionsbasis:
A(m) ist fir m = krichtig.

Induktionshypothese:
Nehme an, A(m) gilt flr m = n.

Induktionsbehauptung:
Zeige, A(m) gilt dann auch far m = n+1.

Induktionsprinzip:
Dann ist die Aussage A(m) fur alle m > krichtig.
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Beweise: Induktion

Beispiel:
Aussage: fur alle positiven natlrlichen Zahlen qilt
1+2+...+4n = (n (n+1))/2

Induktionsbasis:

A(n) ist offensichtlich far n = 1 richtig: 1 =(1*2)/2
Induktionshypothese:

1+2+...+ n=(n(n+1))/2 Umformen ergibt:

Induktionsbehauptung:
1+2+.+n+n+1=((n+1) (n+1 + 1))/2

Einsetzen und Umformen ergibt:
T+2+.4+4n+n+1=(n(N+1))/2+n+1=

(n+1)((n/2)+1) = (n+1)((n+2)/2) = ((n + 1) (n+1 + 1))/2

Somit haben wir mittels Indukiion bewiesen:
1+2+...+4n = (n (n+1))/2 qilt far alle natdrlichen Zahlen n >1.
31




Beweise: Generalisierung

Kann man flr eine beliebige natlrlich Zahl n (2k) zeigen,
dass die Aussage A(n) gilt, dann gilt sie fir alle
natdlrlichen Zahlen n (2k) .

Beispiel: Es gibt beliebig groBe Primzahlltcken.

Wir nehmen eine beliebige naturlich Zahl n = 1 und zeigen,
dass es n-1 aufeinanderfolgende Zahlen gibt, die alle
keine Primzahlen sind: Betrachte

nl+k fur k=2,..., n

Klarerweise gilt k/(nl+k), da k ein Faktor von n!ist. g.e.d.
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Machtigkeit von Mengen

Zwei Mengen A und B heifen gleichmachtig, wenn es
eine bijektive Abbildung von A nach B gibt.

Jede Menge, die gleichmachtig mit N ist, heil3t eine
abzahlbare Menge.

Jede unendliche, nicht abzahlbare Menge heif}t
Uberabzahlbar.

Beispiel:

Die Menge aller reellen Zahlen ist gleichmachtig mit der
Menge der reellen Zahlen in jedem beliebigen Intervall
(a,b) ={ x| xreellund a < x < b}.

Beide Mengen sind nicht abzahlbar.
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Diagonalverfahren

Sei M = {0,1}N die Menge aller Funktionen f: N— {0,1} .
Dann ist M nicht abzahlbar.

Cantorsches Diagonalverfahren

Angenommen, es gibt eine bijektive Funktion g: N —» M.
Sei dann die Funktion h: N — {0,1} folgendermaf3en
definiert: h(n) = ([g(n)] (n) +1 (mod 2)), i.e.,

1 falls [g(n)](n) =0
0 falls [g(n)](n) =1

Dann ist h eine Funktion von N in {0,1}, die somit in M
sein musste, allerdings wurde h so definiert, dass flr kein
ne N h=g(n) sein kann, denn fir jedes n € N qilt

h(n) — [g(n)](n), was aber h ¢ M bedeutet.

Somit ergibt sich aber ein Widerspruch zur Annahme,

dass die Menge M abgezahlt werden kann. i

h(n) =



Cantorsches Diagonalverfahren

a(1) | a(@) g(n)
[9()1(1) [[g(2)](1) [g(n)](1)
# h(1)

[9(1)](2) |[9(2)](2) [9(n)](2)
# h(2)
[9(1)](n) [[9(2)](n) [9(n)](n)

# h(

)
S
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Folgerung

Sei A eine abzahlbar unendliche Menge. Dann ist 2A
Uberabzahlbar.

Sei A ={x,| ne N} und fir jede Teilmenge M c A die
Funktion y,,: N— {0,1} durch

xm =0, falls x, ¢ M und

xm= 1, falls x, € M,

definiert; xy ISt die charakteristische Funktion von M
bezilglich A. Dann ist durch g: 22 — {0,1}N mit g(m) = %y
eine bijektive Abbildung zwischen 22 und {0,1}N definiert
und 2A nach dem vorigen Satz somit ebenfalls
liberabzé&hlbar. =
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Formale Sprachen

AXEL THUE (1863 - 1922)

,The further removed from usefulness or practical
application the more important “

1906: Uber unendliche Zeichenreihen.

Norske Vid. Selsk. Skr., | Mat. Nat. Kl., Kristiana 7, 1-22
37



Symbole und Worter

Ein Alphabet ist eine endliche Menge von Symbolen.

z.B.: X;={0,1}
Y, =1{0,1,a,b,c}

Ein Wort Uber einem Alphabet ist eine endliche Folge von
Symbolen tUber diesem Alphabet.

z.B.: 01001 ist ein Wort uber %,
abbeb ist ein Wort tber X,
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Worter

Ist w ein Wort Uber X, dann ist die Lange von w, in Zeichen
\w|, die Anzahl der Symbole, die w enthalt.
z.B.. X={0,1} w = 0101 w| =4

Hat ein Wort w Uber £ die Lange n, dann schreiben wir
W = a48,...a,, Wobel jedes g, € X.

Das Wort mit der Lange 0 heif3t Leerwort, geschrieben ¢
d.h. |e]|=0.
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Konkatenation, Potenzbildung - Worter

Haben wir ein Wort x der Lange n und ein Wort y der
Lange m, dann ist die Konkatenation von x und y das
Wort, das man durch Hintereinanderschreiben von x und y
erhalt: X -y =Xy IXy| = n+m

Achtung: X-y#Yy - X

Um ein Wort mit sich selbst mehrere Male zu verketten,
benutzen wir folgende Notation (Potenzbildung):

WK =W -W-...W
g J
Y

S
S
1
—h
~
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Formale Sprache

Y* ist die Menge aller Worter (inklusive €) Gber
Yr=13%" - {¢}

Eine formale Sprache ist eine beliebige Teilmenge L von X*.

Lc X

Es qilt:
Y =Up N 2" wobei XM= {X;X,..X, | X;€e X und 0 <i<nj

Lt = Un EN-' 2N
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Prafix, Teilwort, Suffix

Seiw e X" und w = xuy far Worter x,u,y € X”.
Dann heiB3t x Prafix, u Teilwort und y Suffix von w.

Farw e ¥* und a € X bezeichnen wir mit |w|, die Anzahl
der Symbole a in w.

Sel w = 848...8n.43, AUS Y*. Dannist w'= a,a, . ... a,a,
das Spiegelbild von w.

Ein Wort w € X* heif3t Palindrom, wenn w = wr gilt.
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Operationen auf Sprachen

Erweiterung der Konkatenation und Potenzbildung auf
Sprachen:

Konkatenation von Sprachen A, B:
A-B={x-y|xe A ye B}

Achtung: Konkatenation ist nicht kommutativ!

Potenzbildung einer Sprache A:
A% ={¢] A=A A" firnz>1
A" = “neN A"

At = Un EN_I An
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Operationen auf Sprachen - Beispiel

Seien A und B Sprachen.

Vereinigung: AuB={x|xe Aoderxe B}
Konkatenation: A-B={x-y|xe Aund ye B}
Stern: A" = {X{X5...X | ;€ Aund 0 <i <K}

Beispiel:

Y ={a,b,...,z }.

Wenn A ={good, bad} und B = { girl, boy } dann ist
A u B ={good, bad, boy, girl }

A - B ={goodgirl, goodboy, badgirl, badboy }

A* = { ¢, good, bad, goodgood, goodbad, badgood,

badbad, goodgoodgood, goodgoodbad,
goodbadgood, goodbadbad,... }
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Eigenschaften von Sprachoperationen

A-(B-C)
A-(BuOQC)
(Bu(C)- A

{e} - A

A - {g}
(AU {e})”
(A%)”
A-A*
A*- A

At v {g}

(A-B)-C
A-BUA-C
B-AuC-A

Assoziativitat von -
Distributivitat von -
Distributivitat von -
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Eigenschaften von Sprachoperationen

Die Menge der formalen Sprachen Gber einem Alphabet
bildet daher einen nicht-kommutativen Semiring mit der
Vereinigung als Addition und dem neutralen Element { }
sowie mit der Konkatenation als Multiplikation und dem

Einheitselement {g}.
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Abgeschlossenheit

Sind eine Menge B und Operatoren auf Teilmengen von B gegeben, so
kann man sich nattrlich fragen, ob die Anwendung der Operatoren auf
diese Teilmengen von B wieder Teilmengen von B ergibt.

Sei B eine Menge und f:B" — B eine Funktion. Eine Menge
A c B heiBt abgeschlossen unter f, wenn gilt: aus X4,...,X, €
A folgt f(x4,...,X,,) € A

Beispiel:
N ist abgeschlossen unter Addition, aber nicht unter
Subtraktion.
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Induktive Definition

Schema der induktiven Definition:

A ist die kleinste Menge flr die gilt:

(1) Age A

(2) Wenn x4,...,X, € A, dann f(Xy,...,X,,) € A.

Komponenten: Grundmenge, Abschlusseigenschatt,
Minimalitatsbedingung
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Induktive Definition: Beispiel

Beispiel:

Die Menge der Palindrome ist die kleinste Menge, flr die

gilt:

(1) € ist ein Palindrom.

(2) Fur jedes Symbol a ist a ein Palindrom.

(3) Ist a ein Symbol und x ein Palindrom dann ist auch axa
ein Palindrom.

Beispiel:

Die Menge der wohlgeformten Klammerausdricke (WKA)
Uber dem Alphabet { [, ] } ist die kleinste Menge, flr die gilt:
(1) € ist ein WKA.

(2) Ist w ein WKA, dann ist auch [w] ein WKA.

(3) Sind w und v WKA, dann ist auch wv ein WKA.
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Induktive Definition: Regulare Mengen

Die Menge L,.(X) regularer Mengen Uber X ist die kleinste
Menge, sodass
(1) G, {a} € L4(X) flr alle a e X.
(2) Wenn A und B € L, 4(X), dann sind auch
AUB, AB, A" € L4(X).
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Maoglichkeiten und Grenzen

Sei X ein beliebiges Alphabet.
> ist abzahlbar.
2% ist Uberabzahlbar.

Es bleibt nur zu zeigen, dass X* abzahlbar ist.
Aber XM ist flr jedes n € N endlich:
card(X9) = card(g)=1; fur n>0 gilt: card(X") = (card(X))"
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Folgerung

Die Menge aller formaler Sprachen L ¢ X*
ist also uberabzahlbar, die Menge LX)
regularer Mengen (Sprachen) hingegen ist
abzahlbar.

(D.h., ,fast alle” Sprachen sind nicht regular!)
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