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G. Frege, “Begriffsschrift”

Die wichtigsten Beitrdge zur Entwicklung der mathematischen
Logik, wie sie auch den heutigen Deduktionssystemen
zugrunde liegt, sind die Arbeiten von G. Frege, insbesondere
sein Buch "Begriffsschrift". Diese enthéalt die erste vollstandige
Entwicklung desjenigen Anteils der mathematischen Logik, den
wir heute als Pradikatenlogik 1. Stufe bezeichnen.

Diese "Begriffsschrift" ist aber nicht nur deshalb so relevant,
weil hier ein logischer Kalkul entwickelt und vollstandig formal
aufgebaut wurde, sondern auch wegen der methodischen
Vorgehensweise, in der Syntax und intendierte Semantik einer
formalen Sprache getrennt und explizit entwickelt wurden. Die
Begriffsschrift war damit nicht nur der Vorganger der heutigen
mathematischen Logik, sondern Vorbild aller formaler
Sprachen, einschlieldlich aller Programmiersprachen.
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Pradikatenlogik

Aussagenlogik: Eine Sprachebene
Variablen symbolisieren Aussagen
Pradikatenlogik: Zwei Sprachebenen: Terme, Formeln
Eigenschaften von Individuen und deren
Beziehungen

A: Sokrates ist ein Mensch. B: Alle Menschen sind sterblich.

C: Sokrates ist sterblich.

Dieser Schluss ist aussagenlogisch nicht reprasentierbar!



Pradikatenlogik

A: Sokrates ist ein Mensch. B: Alle Menschen sind sterblich.

C: Sokrates ist sterblich.

A: Subjekt: ,Sokrates* Pradikat: ,ist ein Mensch®
B: Subjekt: ,Menschen® Pradikat: ,sind sterblich”
C:. Subjekt: ,Sokrates* Pradikat: ,ist sterblich®

Darstellung von A,B,C in der Pradikatenlogik:

A:. Mensch(Sokrates)

B: (LX) (Mensch(x) — sterblich(x))
C: sterblich(Sokrates)



Pradikatenlogik

Formalisierung als Schluss:

(Ex) (M(x) - S(x)) M(s)

S(s)
M,S Pradikatensymbole Terme: Xx,s
X (Individuen-) Variable Formeln: M(s), S(s)
S Konstantensymbol (Ox) (M(X) - S(x))
[ Quantor

Formalisierung als Formel:

(M(s) L(Ox) (M(x) - S(x))) - S(S)



Symbolmengen von PL

V={xY,z UV, w, X.,...} Menge von Variablen
KS ={a,b,c,d,e,a,;,...} Menge von Konstantensymbolen
FS Menge i-stelliger Funktionssymbole f,g,h,i,f,,...
Fs =Ll Fs,
iI=1
PS Menge i-stelliger Pradikatensymbole P,Q,R,S,P4,...
ps=[] ps, PS,={t,f}
i=1
Quantoren: O, [
Junktoren: =, [, O, -
Sonderzeichen: (,),“,"



Terme

Unterste Sprachebene: Terme (setzen sich aus Variablen,
Konstanten- und Funktionssymbolen zusammen):

Induktive Definition der Terme (Menge T):

(T1) V O T (variablen sind Terme)
(T2) KS O T (Konstantensymbole sind Terme)
(T3) f(ty,...,t,) UT wennf U FS undt,,....t, UT

(aus n Termen werden mittels n-stelliger Funktionssymbole neue
Terme erzeugt)



Formeln

Induktive Definition der Formeln (Menge PL):

(PL1) P(t,,...,t)) OPLwenn POPS, undt,,...t OT
(Atomformeln)

(PL2) ~A OPLwenn A 0 PL

(PL3) (A OB) O PLwenn A,B 0PL

(PL4) (A OB) O PLwenn A,B 0PL

(PL5) (A - B) 0 PL wenn A,B OPL
(PL6) (Ox)A 0 PL wenn x 0V und A 00 PL
(PL7) (OX)A O PL wenn x 0V und A O PL

Klammern koénnen entfallen, sofern dadurch der Wirkungsbereich von
Pradikaten- und Funktionssymbolen ersichtlich bleibt.



Teillformeln

Teilausdricke von Formeln die selbst auch Formeln sind,
nennen wir Tellformeln:

e [st A O PL dann ist A Teilformel von A

eIst A=(B-~-C)far - {0 O -} dann sind B und C
Teilformeln von A

e [st A=-B, dannist B Teilformel von A

eIst A = (Qx)B fur Q U {00, [} und ist x O V, dann ist B
Teilformel von A

e st A Teilformel von B und B Teilformel von C, so ist auch
A Teilformel von C (transitiver Abschluss)
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freie und gebundene Variablen

Eine Variable kann in einer Formel frei oder gebunden
vorkommen:

Eine Variable heisst gebunden, wenn sie In einer
Teilformel der Form (CX) A oder ([Ix) A vorkommt.
Eine Variable die nicht gebunden ist, ist frei.

Beispiel:

(O0x) (Oy) R(x,y,2)

gebundene Variablen: x,y
freie Variable: z
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frele und gebundene Variablen

Formal kann jeder Formel A eine Menge der in A frei
vorkommenden Variablen FV(A) zugeordnet werden:

t Term, V(t) Menge der in t vorkommenden Variablen

e Ist A Atomformel, so ist FV(A) = V(t,) U ... O V(t,)
* FV(= A) = FV(A)

*FV(A-B)=FV(A) OFV(B) fur - {0 0 -}
 FV((Qx)A)=FV(A) - {x} fur Q U {01, [}

X 1 FV(A): x kommt in A frei vor

X kommt in A gebunden vor, wenn es eine Teilformel
(Qx)B von A mit Q [ {01, [} gibt.

FV(A)={} so heisst A geschlossen.
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Substitution

Seix VundtUT. Wir schreiben A(x/t) fur jene Formel,
welche aus A entsteht indem alle freien Vorkommen von X
In A durch t ersetzt werden.

Beispiel:
A= (MO x)(Pxy) - Q(xy)) OR(x) und t=1(a)

Dann ist

A= (L x)(P(x,y) - Q(x,y)) OR(f(a))
nur die freien Vorkommen von x werden ersetzt!

A(yl)= (0 x)(P(x, f(a)) - Q(x, f(a))) O R(x)
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Signatur

Oft ist es zweckmallig, Konstanten-, Funktions- und Pradikatensymbole auf
deren Vorkommen in bestimmten Formeln zu beschranken:

FS(F) Menge der Funktionssymbole in F (Analog: KS(F), PS(F))

Signatur von F:
2(F) =FS(F) O KS (F) O PS(F)

PL[F] PL-Formeln tber 2(F)
T[F] Terme Uber Z(F)

Beispiel:

F = P(f(x,a)) >(F)={P, f, a}
(Ly)(Ex) (P(x) - P(i(y,x))) U PL[F]
P(a) OP(a,a) L PL[F]

P(b), Q(xy) U PL[F]
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Beispiel

Die Sprache PL ist ausdrucksstark genug, um mathematische Séatze
zu formalisieren:
Beispiel: Einfaches Axiomensystem flr + und <:

Wir wahlen P fur <, a fur O, b fur 1 und f far +:
(1) x <4 x (1) (Ox) = P(x,x)
(2) (x<y Oy<z) - x<z (29 (@)(@y)(0Oz) (P(xy) OP(y,z)) - P(x,2))
(3) X< Y - X+zZ < y+Z (3‘) (DX)(Dy)(DZ) (P(X’y) - P(f(X,Z), f(y,Z)))
(4) X<V - Z+X < Z+y (4) (Ox)(Qy)(Uz) (P(xy) - P(f(z,x), f(z,y)))
(5) 0<1 (5 P(a,b)

Konklusion (K):
(1+1)+0)+1< ((1+1)+1)+1 (K') P(f(f(f(b,b),a),b), f(f(f(b,b),b),b))

Die Aussage ,aus (1) bis (5) folgt (K)* kann man dann durch
folgende Formel ausdriicken:
F: (19 0...00Y) - K
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Interpretation

Interpretation einer Formel F in PL:
M = (D,®, I) wobei
D nichtleere Menge, Bereich (domain) von M

@ Abbildung mit Definitionsbereich Z(F), sodass qilt:

1. ®(c) U D far c O KS(F)
2. ®(f) Funktion vom Typ D" - D fur f O FS (F)
3. ®(P) Funktion vom Typ D" - {t,f}far P O PS,(F)
far n=0: d(t) =t P(f)=f
I: V - D Variablenumgebung (environment)

M ist durch die darin enthaltenen Mengen und Funktionen eindeutig bestimmt.
Entgegen den Interpretationen in der AL, wo den (Aussagen-) Variablen
Wahrheitswerte zugeordnet werden, werden in der Pradikatenlogik den
(Individuen-) Variablen Elemente des Grundbereichs zugeordnet. Die
Auswertung von Termen und Formeln erfolgt durch Evaluationsfunktionen, die
auf der Basis von M definiert werden. 16



Semantik der Terme

F O PL, T[F] Menge aller Terme uber 2(F)

Ist M = (D,®, |) eine Interpretation von F, so definieren wir
M T[F] - D

(T1S) M; (x) = I(x) furx UV
(T2S) M (c) = d(c) furc U KS (F)

(TBS) I\/IT (f(tli""tn)) =@ (f)(MT (tl)""’ |\/IT (tn))
far alle Terme f(t,,...,t,) O T[F]
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Beispiel

F=P(X) - P(f(xx)) Z(F)={Pf} M=(N®,I)

O(f) =+ ®(P) = ,gerade”
I(x) = 0 und I(v)=1 fur alle v O V-{x}
Intuitive Bedeutung von F unter M: ISt X gerade, dann auch x+x

Der Term t = f(x,f(x,y)) ist in T[F]; ,Wert* von t unter
d(f) =+
I(x) = 0 und I(v)=1 fur alle v O V-{x}

M (Fx,F(x,y)))= M7 (X) + M7 (f(xy)) = 1(X) + My (X) + My (y) =
=0+IxX)+I(y)=0+1=1

Nattrlich erhalt t unter anderen Variablenumgebungen i.a. einen
anderen Wert.
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Aquivalenz von Interpretationen

Interpretationen, die sich hochstens in der Variablenumgebung
unterscheiden, nennt man aquivalent.

Zwei Interpretationen M,N einer Formel F heissen
aquivalent modulo x4,...,X,

(M~N mod X4,...,X,)

wenn es D,®P, [, J gibt mit
M=(D,®, I), N=(D,®, J) und I(v) = J(v) fur v O V - {Xq,....X}

Ist M aquivalent zu N modulo x, schreiben wir auch M~, N

M,* = { N | N~M}
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Pradikatenlogik - Semantik

FOPL,M=(D,®,])
Ist M eine Interpretation von F, so definieren wir
vy PLIF] - {t, f}

(PLSL)Vyy (P(ty,---ity) = PP)(My (ty),..., My (&)
(PLS2) vy, (A OB)) = vy (A) Ovy (B)

(PLS3) vy, ((A OB)) =vy (A) Qv (B)

(PLS4) vy ((A - B)) =vy (A) - vy (B)

(PLS5) vy (=A) = = vy (A)

(PLS6) v, ((Lx) A) =t genau dann, wenn
fur alle N mit N~ M gilt: v (A) =t

(PLS7) vy, (((x) A) =t genau dann, wenn
ein N mit N~,M existiert mit v, (A) =t
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Gultigkeit und Erfullbarkeit

Eine Interpretation M von F heisst Modell von F, wenn
vy (F) =t qgilt.

Eine Formel F aus PL heisst gultig, wenn jede
Interpretation von F ein Modell ist.
Eine Formel heisst erfullbar, wenn sie ein Modell besitzt.

Zwei Formeln F, G aus PL heissen logisch aquivalent
(F~G) wenn fir alle Interpretationen M von (F O G) gilt:
Vi (F) = vy (G)

Zwei Formeln F, G aus PL heissen erfullungsaquivalent
(F ~. G) wenn gilt: F erfillbar < G erflllbar.
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Beispiele

(Ox) (P(x,a) O~ P(x,a))
(0x) (dy) P(x,y) - P(a,b)
(0x) P(x) - (L) P(y)

(Ly) P(y) - Q(y)
(Ox) (P(x,a) 0= P(a,x))

(0y) P(y) - Q(y)
~(0y) = (P(y) OQ(Y))

(0y) P(y) - Q(y)
(y) Q(y) - P(y)

(Ly) P(y) - Q(y)

P(a) - Q(a)
(0Ox) (P(x,a) O=P(a,b))
(Ox) (P(x,a) O=P(b,a))

|

j
j
j

gultige Formeln

erflllbar, aber nicht gultig
logisch aquivalent
nicht logisch aquivalent

erfullungsaquivalent

nicht erfullungsaquivalent
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Gultigkeit und Erfullbarkeit

F ist genau dann giltig, wenn = F unerfullbar ist.
Sind F und - F beide erfullbar, so ist F nicht gultig.

F ~ G gilt genau dann, wenn (F - G) O(G - F) glltig
ISt.

F ~ G impliziert F~_G

23



Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Im Gegensatz zur Aussagenlogik ist das Gultigkeits-
problem der Pradikatenlogik algorithmisch unentscheidbar:
das bedeutet, es existiert kein Algorithmus, der, bel
Eingabe einer beliebigen pradikatenlogischen Formel A
feststellt, ob A glltig ist oder nicht. Dagegen existiert ein
algorithmisches Aufzahlungsverfahren far die gultigen
Formeln in P:

Es existieren Verfahren zur Bestatigung der Gultigkeit
gultiger Formeln. Dagegen existiert aber kein Verfahren,
das stets terminiert und die Ungultigkeit aller ungultigen
PL-Formeln feststellen kann.
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Nachwels der Gultigkeit von Formeln

Aussagenlogik:

a) Uberprifung, ob A unter allen aussagenlogischen
Interpretationen zu t evaluiert

b) Ableitung von A In einem aussagenlogischen
Inferenzsystem (z.B. Sequentialkalkul)

Pradikatenlogik:

a) scheidet aus: Denn ein A aus PL ist gultig, wenn fur alle
Interpretationen M v,, (A) =t gilt. Eine direkte Uberprifung
dieser Eigenschaft ist allerdings unmoglich, da es
unendlich viele Interpretationen M von A gibt. Es folgt
daraus, dass eine allgemeine Methode zum Nachweis der
Gultigkeit pradikatenlogischer Formeln notwendigerweise
auf Prinzipien der Inferenz beruhen muss.
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