Symbolische Logik

Aristoteles (384-322 BC)

Kernstick der Aristotelischen Logik:
Ableitendes Schliessen

Syllogismen:

Sokrates ist ein Mensch.  Alle Menschen sind sterblich.
Also ist auch Sokrates sterblich.

Pramisse Pramisse
Konklusion




Symbolische Logik

Regeln der Logik, die schon im antiken Griechenland als
absolute Wahrheiten galten:

Gesetz der ldentitat:
Ein Ding ist identisch mit sich selbst.

Gesetz der Widerspruchsfreiheit:
Keine Aussage kann zugleich wahr und falsch sein.

Tertium non datur:
Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.



Symbolische Logik

Esregnet Wenn es regnet ist die Stral3e nass
Also ist die Stral3e nass

Die Stral3e ist nass S regnet ist die Stral3e nass

Also regnet es

Trennung von Form und Inhalt einer Aussage:
die Gultigkeit der Schlussfolgerung kann allein aufgrund
ihrer logischen Form entschieden werden.

A A - B Modus Ponens
B




Symbolische Logik
René Descartes (1596-1650)

Gottfried Leibniz (1646-1716)

Abgesehen von Beitrdge der mittelalterlichen Scholastik zur Logik
beginnt die Geschichte der Automatisierung des menschlichen
Denkens mit Beitrdgen von Descartes und Leibniz im 17.Jh. Was
Descartes fur die Euklidische Geometrie getan hat (namlich ihre
Mechanisierung durch Entwicklung derselben allein mit algebraischen
Methoden) hoffte Leibniz auf alles menschliche Denken erweitern zu
konnen. Sein grol3es Forschungsprojekt war die Entwicklung

1. einer universellen formalen Sprache ("lingua characteristica") und

2. eines Kalkuls fur diese Sprache ("calculus ratiocinator").



Algebraische Logik

Augustus de Morgan (1806-1871)

Ein wirklicher Kalkul im Sinne von Leibniz wurde jedoch
erst zwel Jahrhunderte spater von deMorgan und Boole
entwickelt, und ist uns heute als Aussagenlogik bekannt.



Aussagenlogik

Jeder Aussage (,Proposition) wird einer der beiden
Wahrheitswerte ,wahr* bzw. ,falsch* zugeordnet.

Man betrachtet nur Aussagen, die entweder nicht mehr
weiter zerlegt werden (,atomare Aussagen“) oder die
mittels Junktoren aus anderen Aussagen
zusammengesetzt sind.

Prinzip der

Wahrheit bzw. Falschheit einer zusammengesetzten
Aussage hangt nur von der Wahrheit bzw. Falschheit
ihrer Teilaussagen ab.



Aussagenlogik

Formalisiert die Verkntpfung einfacher JA/NEIN Aussagen
durch Junktoren (Konnektive, Operatoren) wie Und,
Oder,...

Aussagenvariablen (A, B,...) werden zusammen mit den
Konstanten (Wahrheitswerten) t, f auch als atomare
Formeln (Atomformeln, Atome) bezeichnet.

Eine Formel heildt atomar, wenn sie nur aus einem Atom
besteht.

Formeln werden aus atomaren Formeln durch
VerknUpfung mit 1- und 2-stelligen Operatoren gebildet.



Aussagenlogik: Syntax

Negation - A Nicht A
Konjunktion AlLB A und B
Disjunktion A OB A oder B
Implikation A - B Aimpliziert B

ualoyesadQ Jap zuapazeid

Aquivalenz A - B Agenaudann wenn B

Pradikatenlogik:

Existenzaussage
Es gibt ein x das E erfullt x : E(X)

Allaussage Alle x erfullen E O x : E(X)



Aussagenlogik - Syntax

aussagenlogische Variablen: V,={A,B,C,...}
aussagenlogische Konstanten: t,f

AF ist die kleinste Menge, fur die gilt:

(AF1) V, O AF

(AF2) {t,f} O AF

(AF3) Sind F,G O AF, dann sind auch
-F,(FOG),(FOG), (F - G) JAF

Atomare Formeln (Atome)



Aussagenlogik: Semantik

Da eine Formel nur endlich viele Variablen erhalt, kann
lhre Semantik vollstandig durch eine Wahrheitstafel
beschrieben werden

g §z 2 %
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-, 0 0 -, « aussagenlogische Operatoren
(Junktoren, Konnektive)
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Einschub: Implikation
A - B

Ist falsch, wenn (die Voraussetzung) A wahr und (die
Behauptung) B falsch ist. Andernfalls ist die Implikation
stets wabhr.

Andere Sprechweisen:
aus A folgt B, A ist hinreichend far B, B ist notwendig far A.

,ex falso quodlibet” ,sverum ex quodlibet”

Kann man also mittels einer falschen Voraussetzung alles
beweisen?

Entspricht der zunachst Uberraschenden Konvention in der Mathematik,
Schlussfolgerungen aus flaschen Aussagen stets als wahr anzusehen.

Im folgenden Beispiel sehen wir aber, dass diese Konvention sehr naturlich
ist und der Ublichen Formulierung mathematischer Satze entspricht.
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Einschub: Implikation

Beispiel: Sei m eine ganze Zahl.
Aussage A:,m ist durch 6 teilbar”
Aussage B: ,m ist durch 2 teilbar”

aus A folgt B (A impliziert B)

Aus der Teilbarkeit von m durch 6 folgt die
Teilbarkeit von m durch 2

Man sagt auch:
Die Teilbarkeit von m durch 6 ist hinreichend fur die

Teilbarkeit von m durch 2.
Die Teilbarkeit von m durch 2 ist notwendig fur die

Teilbarkeit von m durch 6.
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Interpretation, Auswertung

Eine Interpretation (Environment) ist eine Funktion der
(Menge der) Aussagenvariablen auf {t, f}. (I: IVS - {t, f})

Kommen in einer Formel n Variablen vor, so betrachtet
man alle 2" moglichen Interpretationen, sowie die
Evaluierung dieser Interpretationen.

Evaluierung (Auswertung) einer Formel:
durch Wahrheitstafeln

Beispiel: Ao (B - A

AB | B
f f

LA|A LB A)
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Formeln

Eine Formel F heil3t

gultig (Tautologie), wenn sie in jeder Interpretation
zu t evaluiert.
erfullbar, wenn sie in mindestens einer Interpretation
zu t evaluiert (Modell)
widerlegbar, wenn sie in mindestens einer Interpretation
zu f evaluiert (Gegenbeispiel, Gegenmodell)
unerfullbar (Kontradiktion), wenn sie Iin jeder Interpretation
zu f evaluiert

Zwei Formeln F und G sind aquivalent genau dann wenn
F - G gdltig ist.
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Beispiel: Distributivgesetz

J

AOMBOC)=(AOB)O(AOC)
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Aquivalenzen

AOA = A ldempotenz

AUOB = BUOA Kommutativitat
(AOB)OC = AOMBOC) Assoziativitat
AOMBOC) = (AOB)OAOC) Distributivitat
AOAOB) = A Absorption

AOf = f

Alt = A

AO-A =1

Duale Versionen: Vertauschen von Jund OO sowie t und f



Funktionale Vollstandigkeit

Alle aussagenlogischen Operatoren kbnnen aus wenigen
Basisoperatoren zusammengesetzt werden.

Eine Menge von Operatoren heildt funktional vollstandig,
wenn alle anderen Funktionen durch sie ausgedruckt
werden konnen.

Beispiel:

Jeder Operator wird eindeutig durch seine Wahrheitstafel
festgelegt. Jede Wahrheitstafel kann durch eine Formel
beschrieben werden, die nur die Operatoren =, [, O
benutzt. Daher ist die Menge {-, 0 L[} funktional
vollstandig. Tatsachlich ist nur entweder [0 oder [J
notwendig, da sich ein Operator durch den anderen
ausdrucken lasst:

ADB:—I(—IADﬂB) ADB:—I(—IADﬂB)

17



Formeln und Formelschemata

Eine Substitution (Ersetzung) ist eine Abbildung von
Variablen A, auf Formeln F,.

Anwendung einer Substitution auf eine Formel:
Alle A; werden gleichzeitig durch entsprechende F, ersetzt.

Jede Formel kann als Formelschema aufgefasst werden,
Indem man die Variablen als Platzhalter fur beliebige
Formeln interpretiert.

Ist das Schema eine Tautologie, so sind auch die daraus
abgeleiteten Formeln Tautologien.
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Formeln und Formelschemata - Substitution

o = [Fl F] Substitution, die alle A, durch F; ersetzt

Fo = Fl:~ ] Formel, die aus F entsteht, indem alle A
durch F,; ersetzt werden.

Ist F eine Tautologie, dann auch Fao.

Gilt F « G, dann qilt auch Fo - Gao.

Formeln konnen also als Schemata aufgefasst werden,
wobel Variablen als Platzhalter dienen.

Beispiel:
F=(AU(A - B)) - B istgultig, daher auch

FTT e = (x o Bk 0-Y) - X0V - (- XOY)



Formeln und Formelschemata

Aus einer Formel erhalt man aquivalente Formeln, wenn
beliebige Teilformeln durch aquivalente ersetzt werden:

Seien o0,, 0, Substitutionen, sodass Ao, - Ao, fur alle
Variablen A. Dann gilt Fo, - Fag, fur alle Formeln F.

Beispiel:

SeiF=(ADB) -~ C,0=["3® 2, 0,=[}"° 2]
DaBo,=(A - B) - (-AOB) =Bo,
gilt, erhalten wir

Fo,=(AO(A - B)) - B o (AO(=AOB)) - B=Fa,
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Logische Konsequenz und Implikation

Eine Formel G ist eine logische Konseguenz der Formeln
F,,....F, (geschrieben F,,...F, F G), wenn In jeder
Interpretation, Iin der F,,...,F, erflullbar sind, auch G
erfullbar ist.

Fur n = 0 ist =G gleichbedeutend mit ,,G ist gultig®.

DEDUKTIONSTHEOREM
F,,....,F, = G genau dann wenn F,,....F ,F (F, - G)

Folgerung:
F...F,.F G qilt
genau dannwenn F; - (F, -»...(F, - G)...) gilt
genau dann wenn (F, .. OF,) - G gultige Formel ist.

21



Logische Konsequenz und Implikation: Beispiel

B ist logische Konsequenz aus A und A - B, d.h. es gilt

A,A - BFB

Die Formel (AO(A - B)) - B ist daher eine Tautologie.

Bemerkung:
— und = sind keine logischen Operatoren, sondern

Relationen zwischen Formeln und gehéren zur

Metasprache:
Symbole, die wir benutzen, um Uber Logik zu sprechen.
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Normalformen

Normalform einer Formel: standardisierte vereinfachte
Variante, die aquivalent zur ursprunglichen Formel ist.

Literal: aussagenlogische Variable A oder ihr Negat = A.

Eine Formel ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie
eine Disjunktion von Konjunktionen von Literalen L;; ist:
(L, 0.0 |—1,n1) O... 0L, .. 0 Lm,nm)

Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie
eine Konjunktion von Disjunktionen von Literalen L;; ist:
(L, 0.0 |—1,n1) 0. 0L, .. 0 Lm,nm)

Die einzelnen Disjunktionen der KNF werden auch Klauseln genannt,
die KNF daher auch Klauselnormalform.

Spezialfalle:

t (entspricht leerer Konjunktion), f (entspricht leerer Disjunktion)
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Normalformen: Mengennotation

Implizite Bericksichtigung von Idempotenz, Kommutativitat

und Assoziativitat von Konjunktion und Disjunktion:

Menge von Literalmengen {{L,,,...,.L, } ALm1s--oLbmn }
kann sowohl als DNF als auch als KNF mterpretlert weraen

Hier wird die Mengennotation ausschliel3lich fur KNF
verwendet: Eine Klauselmenge, d.h., eine endliche Menge
von endlichen Mengen von Literalen reprasentiert hier
Immer eine KNF!

Dementsprechend steht {} auf Ebene der Klauseln fir f,
auf Ebene einer vollstdndigen KNF jedoch flr t.

Beachte: Reine Konjunktionen bzw. Disjunktionen von

Literalen, d.n. Formeln wie L, O ... O L, bzw. L; O.. OL,
sind sowohl in KNF als auch in DNF!
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Normalformen: DNF und KNF

Zu Jeder aussagenlogischen Formel gibt es eine
aquivalente Formel in DNF bzw. KNF.

Schritt 1: alle Operatoren durch O, =, O ersetzen:
A-B=-A0B
A o B:(ADB)D(_I AD—IB)

Schritt 2: Negationen vor Variablen schieben (deMorgan):
—I(ADB):—IAD—IB —I(ADB):—IAD—IB -—-A=A

Schritt 3: Elimination von t und f:
Aldt=A AlOf=f Aldt=t AOf=A =t=f =f=t

Schritt 4: Umformung in KNF/DNF mittels Distributivgesetz
AOBOC)=(AOB)OAOC) fiahrt zu KNF
AOBOC)=(AOB)O(AOC) fuhrt zu DNF
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Normalformen: Beispiel

(- AO=(BOC)) - =D

Schritt 1: —l(—l A |:|—|(B DC)) [1=D

Schritt 2: (A0O(B OC)) O0-D

Schritt 3: (AO(MB UOC)) =D

Schritt 4: Ausdistribuieren

DNF: (A OB) O(AOC) O0-D
KNF: (AO-D)O(B OCO-D) {{A, =D}, {B, C, -D}}
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Denkaufgabe

A: Hat eine Karte einen Vokal auf der einen Seite, dann

hat sie eine gerade Ziffer auf der anderen.
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Welche Karten missen zumindest umgedreht werden, um

ZU beweisen, dass A wahr ist ?

E

E und 4
E und 7
Kund 7
andere

SO NELO B0 B0 BRLS
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