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1 EinfUhrung

Dieser Abschnitt wurde nur einggft, damit die Kapitelnummerierung synchron mit der des Buches
ist.

2 Periodische und transiente Signale

Deterministische Signaledkinen periodisch oder transient sein. Periodische Signale bleiben gleich,
wenn man sie um ein ganzzahliges Vielfaches ihrer Periode verschiebt und haben ein diskretes Lini-
enspektrum. Transiente Signale sind aperiodisch und haben ein kontinuierliches Spektrum.

2.1 Periodische Signale
2.1.1 Fourierreihe

Alle periodischen Signalednnen als gewichtete Summe harmonischer Sinusschwingungen darge-
stellt werden. Dies erfolgt bei Periodez.B. als trigonometrische Fourierreihe:

U(t) == CO + Z Cn COS(wnt + ¢7L)
n=1

2£

T

Das ist die Cosinus-Form der trigonometrischen Fourierreihe, sie kann auch ohne Phasenverschiebung
als Cosinus-Sinus-Form angeschrieben werden:

Wy = nwg Mitwy :=

v(t) = Co + Z(An cos wpt — By, sinwpt)

n=1

Wobei dieA,, die Inphase- und di®,, die Quadratur-Amplituden sind. Diese lassen sich mittels der
~Filter-Integrale” ermitteln:

9 (T
A, = T/o v(t) cos wytdt

9 [T
B, = / v(t) sinwytdt
T 0

Mit dem Satz des Pythagoras sowie der trigonometrischen Bezighung: % bekommt man
nun die Darstellung als reine Cosinus-Reihe mithilfe der Formeln:

Cn =+/A2+ B?

¢n = arctan(

1)

'Um /2 versetzt



Uber die Euler'sche Identite/® = cos(x) + jsin(x) kommt man zur Exponentialform der Fou-
rierreihe. Dabei wird immer ein Paar aus ge@erfigen, konjugierten Zeigern benutzt um eine reelle
Cosinusschwingung darzustellen:

v(t) = Z C! e~ Iwnt
Dabei gilt:C] = A,,—j B, fur die exponentiellen Fourierkoeffizientenagt man den Betrag der Am-
plituden auf, so erd@t man fir reellev(t) ein zweiseitiges Amplitudenspektrum mit gerader und ein
Phasenspektrum mit ungerader Symmetrie. Das einseitige Spekiruhe freellen Sinusschwingun-
gen ergibt sich durch Faltung und Addition der Amplituden der positiven und negativen Frequenzen.
Daher sind die komplexen Fourierkoeffizienten auch nur halb so grol? wie die trigonometrischen. Das
zweiseitige Phasenspektrum bei der Fourierreihendarstellung mit der komplexen Exponentialfunktion
rihrt daher, dass maiirfjede Amplitude in der Cosinusdarstellung der Fourierreihe jetzt zwei Zeiger
verwendet (darum werden die Amplituden auf beiden Seiten halbiert) die gegengleich drehen (daher
kommen die negativen Frequenzen). Zum gegengleich drehenden Zeigetr mgeirlich genau die
negative Phase (darum die ungerade Symmetrie im Phasenspektrum).

2.1.2 Leistung

Wenn man die trigonometrischen Koeffizienten dug¢h dividiert und auf die Frequenzen adt,

erhialt man ein einseitiges RMSAmplitudenspektrum. Das normalisierte Leistungsspektruralerh

man durch Quadrieren des RMS-Amplitudenspektrums. Die Gesamtleistung eines Linienspektrums
ist die Summe der Leistungen jeder einzelnen Frequenz. Diesligijedles periodische Signal da
Sinus- und Kosinusfunktionen mit ganzzahligen Vielfachen einer festen Grundfrequenz ein Orthogo-
nalsystem berlich der quadratischen Integralnorm (normiert auf die Periode) bilden. Diesen Sach-
verhalt nennt man auch Parseval’sches Theorem, man kann also die normierte Leistung (normalized
power P) eines Signals aus der (unendlichen) Reihe seiner Fourierkoeffizienten berechnen:

o0

T
Pt [hra- ¥ o

n=—oo

Man beachte, dass ein periodisches Signal (abgesehen von der Nullfunktion) unendliche Energie hat,
da das uneigentliche Integral die notwendige Konvergenzbedinguhg- 0 furt — oo nicht erfullt:

E _/ ()2 dt = oo

Man kann auch ein Leistungsspektrum angeben, man nimmt dazu das Amplitudenspektrum und qua-
driert jede Frequenzkomponente, man bekommt so das Leistungsspéiktenmier Frequenz aufge-
tragen.

2.1.3 Existenz der Fourierreihe und Gibbssches Rimomen

Es gibt verschiedene kompliziertere Kriteridir fdie Existenz der Fourierreihe (Dirichlet, Jordan),
fur unsere Zwecke reicht es jedoch zu bemerken, dass stetig differenzierbare Funktionen stets eine

2RMS = root mean square



Fourierreine haben. Hat man jedoch eine Funktion mit einer Unstetigkeit, so muss man beachten,
dass die Fourierreihe das quadratische Integral minimiert, an der Unstetigkeitsstelle haben wir keine
punktweise Konvergenz mehr, hier konvergiert die Funktion punktweise gegen das arithmetische Mit-
tel aus links- und rechtsseitigen Grenzwert. Man nennt dies@sdpien Gibbssches &tomen, man
bekommt an der Unstetigkeitsstellber- und Unterschwinger in der &enordnung von jeweils 9
Prozent der Sprungjihne.

Uberschwinger

™~

Abbildung 1: Gibbsches Rimomen an einer Sprungstelle

2.1.4 Bandbreite & Sampling

Die Bandbreite ist der Teil des Frequenzbereichs, in dem ein Signal nennenswerte Leistaig enth
Bandbreite bezeichnet genauer die Differenz zwischen zwei Frequépzgnund f,,.. unter- re-
spektive oberhalb derer die Spektralkomponentenv]aﬁuﬁer Spitzenkomponente abfallen. Signale
mit steilen Flanken haben eine hohe Bandbreite. Man beachtegfgassnmer positiv ist (hier nicht
durch das zweiseitige Spektrum verwirren lassen!).

Hat ein Signal keine Spektralkomponenten oberhalb einer Fregfygngo kann es nach einer
Abtastung in der Theorie dann rekonstruiert werden, wenn die Abtastfre¢fyanindestens doppelt
so hoch wiefy ist. Diese Tatsache ist auch als Nyquist-Theorem oder Shannon’sches Abtasttheorem
bekannt. Die Frequerfy heildt Nyquist-Frequenz, im Faf > 2 f spricht man von oversampling,
im Fall f¢ < 2fy von undersampling. Ist die Abtastfrequenz zu niedrig, so werden Frequenzen
die groRRer als%s sind falsch interpretiert, man nennt sie Alias-Frequenezen und diege®mbn
Aliasing.

2.2 Transiente Signale

2.2.1 Fouriertransformation

Bekanntlich liefert die Fourierreihe ein diskretes Linienspektrum. Bei transienten Signalen hat man
aber ein kontinuierliches Spektrum. Délibergang kann man sich wie folgt vorstellen: die Periode

T strebt gegen unendlich und der Abstand der Spektralliéiegegen Null. Die diskreterf,, des
Spektrums werden zfiund aus der Summg > __ wird das Integrayfooo. Die Fourierkoeffizienten
C!(fn) werden zuV(f)df (Einheit Volt). Man bekommt so eine kontinuierliche Darstellung der
Funktionw(t) durch die inverse Fouriertransformation:

v(t) = / N V(f)e* It af

8



Die Fouriertransformiert® ( f) berechnet man wie folgt:

o0

V(H = [ e
—0o0

Auch die (inverse) Fouriertransformation kann in Sinus und Cosinus aufgesplittet werden. Das Auf-

splitten ist besonders dann sinnvoll, wenn die zu transformierende Funktion gerade oder ungerade ist,

da man dann nur den cos- bzw. den sin-Teil berechnen muss. Eshgilithe Bedingungeruf die

Existenz der Fouriertransformierten wie im Falle der Fourierreihe.

Jedem Signal im Zeitbereich entspricht genau ein, durch die Fouriertransformation gegebenes Amplituden-

und Phasenspektrum im Frequenzbereich.

2.2.2 Korrespondenz der Fouriertransformation eines Rechteckpulses

Ein Rechteckpuls ist gegeben durch:

Lo, |t|<42
[I® =1 05 |t|=1
0, t|>3

Das Spannungsspektrum ergibt sich durch die Fouriertransformation:

I s
_tes) sl
o)

S
> ory

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
(a) Amplitude spectrum

‘b(f)“

4+

4 3 2 -1 0 1| 2I 3l_4| f

-

(b) Phase spectrum

} Voltage spectrum of unit rectangular pulse shown in Figure 2.27(a).



2.2.3 Theoreme der Fouriertransformation
e Linearitat: av(t) 4+ bw(t) < aV (f) + bW (f)

e Zeitverschiebungo(t — T) < V(f)e T

Zeitumkehrw(—t) < V(—f)

Multiplikation: v(t)w(t) < V(f) * W(f)

Faltung:v(t) * w(t) < V()W (f)
e Frequenzkonjugation:*(—t) < V*(f)

Durch die Zeitverschiebungseigenschaft bekommen wir nun auch die Fouriertransforirieitesh
verspateten Rechteckpuls der Breite

H(t — T) & rsine(rfe 3T

T

Mit dieser neuen Erkenntnis berechnen wir nun ein weiteres Korrespondenzpaar:
Die Impulsfunktion (Dirac-Delta) ist definiert als

5(t) ;_{ OOO i;;

Die Fouriertransformierte der Impulsfunktion @atman durch Grenzwertbildung:

t—1T

T

t—
T

Frs(— 1)) = Fr{im ~ [[(C0) = im Fr [T ) =

1 ‘ ‘ ‘
lim ~7sine(rf)e T = lim,_gsinc(rf)e 7T = e=39T

T—0 T

Die Impulsfunktion hat also ein konstantes Amplitudenspektrum (obiganktion rotiert im Uhr-

zeigersinn am Einheitskreis in der komplexen Ebene). Solche Spektren werden oft weil3e Spektren

genannt.

Die Faltungz(t) = f(t) % g(t) ist wie folgt definiert (das hier auftretende Integral nennt man auch

Superpositionsintegral)(t) = [~ f(7)g(t — 7)dr.

Bei der Faltung wird die Funktion g also zuerst an der y-Achse gespiegelt, danach um t nach rechts
verschoben. Das Produkt der so erhaltenen Funktionen wird nun integriert und ist der Wert der Faltung

an der Stelle. Die Faltung ist kommutativ, assoziativ und distributiv gegiger der Addition.

Das Faltungstheorem iauR3erst praktisch, da eine Faltung im Zeitbereich durch eine Multiplikation

im Frequenzbereich gat wird.

Will man z.B. ein periodisches Rechtecksignal erzeugen, so kann man dazu einen transienten

Rechteck-Impuls mit einem periodischen Dirac-Impulssignal falten.

Zwei weitere wichtige Fouriertransformations-Paare sind:

10



e Sampling:> 2 0(t — kTs) & fsdopr  O(f —nfs)

e Sprungfunktion (heaviside stepjt) < 36(f) + 5555
Dabei ist die Sprungfunktion wie folgt definiert:

0, t<0

u(t):==3 4, t=0

1, t>0

Weitere, fir die Piifung berdtigte Korrespondenzerf{bezeichnet die carrier frequency, also die
Tragerfrequenz. = 32):

e Dreieck der Breite@r: A\ (%) < rsinc®(7f)

e Exponentialschwingung?(“t?) < ei®§(f — f.)

e Sinusschwingungsin(wt + ¢) < 55 (795(f — fo) — e 7%6(f + fe))
Man beachte dass wir hier ein diskretes Linienspektrum haben, die beiden Summanden in der
Klammer haben gleichen Betrag. Der Sinus ist ungerade und die gedignbtierenden Zeiger
werden an der komplexen Ebene gespiegelt, darum bekommt man neben dem Minus im Expo-
nenten auch noch eity/; vor der Klammer (Drehung um 9P sowie das Minus (man setze
Phasep = 0). Das1/2 vor der Klammer sorgt déf, dass die Amplitude zwischen positiver
und negativer Frequenz aufgeteilt wird.

o \orzeichenfunktionsgn(t) < -1

2.2.4 Leistungs- und Energiedichtespektren

Das Leistungsspektrum eines periodischen Signals bekommt man durch

2
= M)

Das Energiedichtespektrum eines transienten Signals ist

Auch hier sind zweiseitige Spektren (man verwendet auf beiden Seiten jeweils den halben Wert)
Ublich, auch wenn zweiseitige Spektren hier nicht so naheliegend sind.

2.3 Kurvenformen als Vektor

Laut dem Nyquist-Theoren@sést sich ein periodisches Signal mit einéclhsten Frequenzkompo-
nente vonfy durch N Abtastungen mit einer Frequenz variy exakt rekonstruieren. Betrachtet
man nun jeden Abtast-Wert alsahge eines Vektors einer Orthogonalbasis, so kann man ein durch
N Abtastungen spezifiziertes Signal &ls= 2 5 T-dimensionalen Vektor darstellen. Nun kann man

11



mit den Signalen das gleiche anstellen wie mit Vektoren: addieren, skalieren, usw. Man macht die-
se Betrachtungen um dann eine fundierte mathematische Basis zu haben um Korrelationen zwischen
zwei Funktionen definieren zwknen. Man definiert zurthst ein Skalarprodukilf zwei periodische

Funktionen/Signale:
1 [

[F(t).9(0)] = = ; fr(t)g(t)dt

mit der EinheitV2?, man spricht von Kreuz-Leistung. T’ ist dabei die Periode der multiplizierten
Funktion,* steht fir die Konjugation. Man kann die Aldimgigkeit von dieser Periode T’ eliminieren
indem man zu folgenderquivalenten Definitiofibergeht:

Fur transiente Signale haben wir folgende Definition, man spricht von Kreuz-Energie:

- / T gty

Man beachte, dass sich nun alle aus der Fourieranalysis bekannten Resultate aufiBetragen,
insbesondere die Tatsache, dass man auch andere Orthogonalsysteme als das trigopnometrische Ortho-
gonalsystem betrachten kann. Man bekommt hier eine Bestapproximation im Sinne der Integralnorm
mit den Fourierkoeffizienteniif ein vollstindiges Orthonormalsystem geht der Fehler bei der Appro-
ximation beziglich der Integralnorm definitionsg&fd gegen Oifr n — oo. D.h. dass die Leistung

der Differenz von Fourierreihe und periodischer Funktion gegen 0 gehtdegenc.

2.4 Korrelationsfunktion

Mithilfe der Erkenntnisse aus der Fourieranalysis definiert man nun die (normalisierte) Kreuzkorrela-
tionsfunktion durch Normierung des Skalarprodukts und hat somit eine Funktion, die die Korrelation
zweier Funktionenir alle mglichen Zeitverschiebungen angibtirkransiente Signale lautet sie:

[ v(t)w(t —7)dt

W [o(t) Pty /73, () Pt

hmT’—>oo f T’/2 p(t)Q(t - T)dt

¢ ST o) 2dey/ & [T la(o)[2de

Eigenschaften der normalisierten Kreuzkorrelationsfunktion:
e —1<p(r)<1

Fir periodische Signale:

e p(1)=—-1<v(t)=—kw(t—71)
e p(1)=1<v(t) =kw(t—71)
e Wennp(7) = 0, so sind die Signale orthogonal und haben keihelichkeit.
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2.5 Autokorrelation

Betrachtet man nicht 2 verschiedene Signale, sondern das Skalarprodukt eines Signals mit sich selbst,
so bekommt man die Autokorrelationsfunktion (bzw. wenn man normiert dann die normierte Autokor-
relationsfunktion bei Dividieren durch Leistung bzw. Energiegeriodische bzw. transiente Signale).

Hier der Einfachheit halber nochmal die Definition der (nicht normierten) Autokorrelationsfunktion:

Ry(1) =% fOTp(t)p(t — 7)dt fur periodische Signale (beachte: die Periode ist bekannt!)

Ry(7) := [Z°_v(t)v(t — 7)dt fur transiente Signale

o0

Die Autokorrelationsfunktion gibt didhnlichkeit eines Signals mit einer zeitversetzten Kopie sei-
ner selbst an.

Einige Eigenschaften der Autokorrelationsfunktion sind:

e Die Autokorrelationsfunktion ist gerade (substituiere- t — 7 in der DN, dann steht dort das
Integral ur R(—7))

o Die Maximumstelle der Autokorrelationsfunktion ist O

e Es bestehen folgende Zusammangeiber die Fouriertransformation mit den Leistungsdich-
tespektrum bzw. den Energiedichtespektrum:

Ry(7) & Gp(f)

Ry(7) < Ey(f)

3 Zufallssignale und Rauschen

Nur Signale, deren Zukunft nicht genau bestimmt istitken Information tragen. Ebenso sin@1St-
gnale zudélliger Natur. Um Nutzsignale von &tsignalen bzw. Rauschen unterscheiden @uonlen,
muissen sie wahrscheinlichkeitstheoretisch beschrieben werden.

3.1 Wahrscheinlichkeitstheorie
3.1.1 Wahrscheinlichkeit und Bayes

Wird ein ZufallsexperimeniV-mal wiederholt, so ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignigsefas

L x-mal auftritt:
Ly
P(A) = lim —
Ly soll hierbei andeuten, dass L von N dloigt (sonst ire die WK ja 0). Der Ausgang eines Zu-
fallsexperiments, z.B. Minzwurf (diskret) oder Wettlauf (kontinuierlich) ist eine Zufallsvariable. Der

Wert einer Zufallsvariablen (stochastischéGe) an einem bestimmten Zeitpunkt in der Zukunft kann
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nicht genau vorhergesagt werden, jedoch ist nach einem Wahrscheinlichkeitsmodell bekannt, welche
Werte die Variable annehmeidhnte.
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignissé$edingt durch das Auftreten eines EreignisBagird
mit P(A|B) bezeichnet. & das gemeinsame Ereig A, B) (also dem Durchschnitt der Ereignis-
se A und B) gilt:
P(A,B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B)
und nach Umformen die Bayes'sche Regel:
_ P(A)P(B|A)

Die Ereignissed und B sind statistisch unaldmgig, wenn das Auftreten des einen nicht die Wahr-
scheinlichkeit des anderen beeinflusst, also gilt:

P(A|B) = P(A)  P(B|A) = P(B)

Daraus folgt:
P(A,B) = P(A) - P(B)

3.1.2 Fehlerwahrscheinlichkeit in einem Datenblock

Gefragt ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als eine bestimmte Anzahl an Fehlern in einem Co-
dewort auftreten - ein diskretes Wahrscheinlichkeitsproblem. Die gegebene Wahrscheinlichkeit eines
Bitfehlers seiP., R’ ist die Anzahl der Fehler und ist die Lange des Codeworts. Da die Summe der
Wahrscheinlichkeiten 1 ergeben muss, gilt (Gegenwahrscheinlichkeit):

P(Fehleranzaht R') = 1 — P(Fehleranzahk R')

Die Wahrscheinlichkeit von genguFehlern ist gegeben durch:

P Feblen = () (Ry/(1 - P

Die Wahrscheinlichkeit von mehr al®’ Fehlern ergibt sich dann als:

Rl
P(Fehleranzaht- R') =1 - P(j)
=0

3.1.3 Wahrscheinlichkeitsverteilung und -dichte

Eine Verteilungsfunktion gibt die Wahrscheinlichkélt(z) an, dass der Wert der Zufallsvariabl&n
kleiner gleich einem bestimmten Wertst: P,(z) = P(X < x). Der Wertebereich der Verteilungs-
funktion liegt zwischerd) und1, der Grenzwertiir x — —oo ist 0 und der Grenzwertifr z — oo ist
1. Verteilungsfunktionen sind monoton steigend und es Biltxs) — Py(z1) = P(z; < X < x9)

Eine Dichtefunktion gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass der Wert einer Zufallsvariablen zwi-

schenz und z + dx liegt: p,(z) = %éz)' Die Flache unter der Dichtefunktion istund es gilt:
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:ff pz(z)dr = P(z1 < X < x9).
Ein Moment ist eine Statistik einer Zufallsvariable und gibt Informatitwer die Form von Dichte-
funktionen. Die wichtigsten sind das erste Moment - der Erwartungswert - und das zweite Zentralmo-
ment - die Varianz, deren Wurzel die Standardabweichung ist:

[e.9]

o
EIX]=X = / wp(@)dr (X —X)E = / (2 — X)2p(a)dz = o
—0o0 —0o0

Bei zentralen Momenten zieht man also stets in der Klammer den Erwartungswert ab. Das dritte und
vierte Moment zeigen Schiefe und Kurtosis, sie sind ziBdfe Analyse von Sprache interessant. Hat
eine Dichtefunktion nur eine Maximumstelle so spricht man von einer unimodalen Verteilung, sonst
von einer multimodalen Verteilung.

Sowohl Verteilungs- als auch Dichtefunktiofirknen diskrete, kontinuierliche und gemischte Zu-
fallsvariablen darstellen.

Es liegt nahe, den ersten Moment (Mittelwert) als DC-Spannung zu interpretieren, und den 2.
Zentralmoment (die Varianz) als AC-Anteil. Den zweiten Moment interpretiert mamnlicht als Ge-
samtleistung.

3.1.4 Gemeinsame und Randverteilung

Sind X undY zwei Zufallsvariablen, so ist eine gemeinsame Dichtefunktion(z, y) so gegeben,
dasg, ,(x,y) dz dy die Wahrscheinlichkeit ist, dass X im Bereiclundz + dx sowieY” im Bereich
y undy + dy liegt. Die Flache unter der gemeinsamen Dichte ist wiedetum

Ist die gemeinsame Dichte bekannt, so wird die Wahrscheinlichkeit, dassablangig vonY
zwischenz; und zo liegt, Randwahrscheinlichkeit voA genannt und man eélt die Randdichte
indem mariiber ganZ” integriert:

p(r) = /oo Pay(T,y)dy

—00

3.1.5 Gemeinsame Momente, Korrelation und Kovarianz

Die Definition der gemeinsamen (zentralen) Momente erfolgt analog zur bisherigen Definition:

o0 o0
Xnym = / / 2"y pyy(x, y)drdy
—o0 J—o0

- [ h / T @ = XV — V)" pay (2, ) drdy

Das erste gemeinsame Moment ist die Korrelation. Ein hoher positiver Korrelationswert spricht
fur hoheAhnlichkeit (wennz high ist, so ist wahrscheinlich augthigh), ein Wert nahe Null bedeutet,
dass sich aufgrund des Zustanis# keine nennenswerten Aussadgdrer den Zustand vomtreffen
lassen.

Man sagtX undY sind unkorreliert, weniX'Y = X - Y gilt. Sind X undY statistisch unatingig,
so sind sie unkorreliert, der Umkehrschluss gilt allerdings nicht (so sind z.B. cos und sinus aufgrund
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ihrer Orthogonalit unkorreliert, aber natlich statistisch aldingig). Fir gaul3sche zweidimensiona-
le Variablen (das sind solche, die durch geeignete Translationen und Drehungen in Zufallsvariablen
Ubergetihrt werden Bnnen, die 2-dimensional standardnormalverteilt sind) gilt allerdings die Um-
kehr.

Das erste zentrale gemeinsame Moment ist die Kovarianz. Bei der Bildung der Kovarianz wurde
der Erwartungswert bereits abgezogen; die Kovarianz bezieht sich daher auf die Korrelation der sich
unterscheidenden Teile voiundY . Bei Erwartungswert Null sind Kovarianz und Korrelation ident.

3.1.6 Der zentrale Grenzwertsatz

Addiert man zwei Zufallsvariablen zu einer neuen (d&ht Y = Z), so stellt sich die Frage wie die
aus dieser Addition hervorgehende Dichté¢z) aussieht. Aus der trivialen Umformung

X+Y=7Z=Y=7-X

ergibt sich:
p.(2) = / Pay(x, 2 — x)dx

und bei stochastischer Unahigigkeit das bekannte Superpositions- bzw. Faltungsintegral:

o
b= [ palodny e — )t
—0o0
Addiert manN stochastisch unalimgige Zufallsvariablen, so hat die Summe eine Dichtefunktion,
die sich mitN — oo der Gaul3’schen Glockenkurve gert. Die Verteilung der Summe ist also

fur N — oo normalverteilt. Das macht es besonders interessant den Einfluss von gauRéchen St
gen zu studieren, da sich ditberlagerung von Zufallsstungen (Addition) der selben Art nach dem
zentralen Grenzverteilungssatz als gau3scbrug darstellt. Br die Summe von unaBingigen Zu-
fallsvariablen gilt auRerdem, dass sich die Mittelwerte und die Varianzen addieren. Da bei identisch
verteilten Zufallsvariablen mit MittelwerZ O die Grenzverteilung unendlichen Mittelwert hat, nor-
miert man die Zufallsvariablen zumeist vor der Addition und dividiert jede Summe \Bummanden
durch./n, so bekommt man ein& (0, 1) verteilte Zufallsvariableifr n — cc.

3.1.7 Beweis des zentralen Grenzwertsatzes

Wie der Beweis in der VO gemacht wurde weif3 ich nicht, im Buch wird jedenfalls nichts bewiesen
sondern bestenfalls besprochen. Der Standardbeweis ist nicht schwer, baut aber auf Kenntnissen der
Komplexen Analysis und der Mal3theorie auf, er sei hier dennoch angegeben:

Zunachst eine Definition: SeX eine Zufallsvariable. Die Funktion

ox(t) == E(™) = / "X dPy
Q

nennt man charakteristische Funktion v8n (2 bezeichnet den zugrundeliegenden WK-Raudy
die Lebesgue-Integration nach der Verteilung vonDa e eine auf gan£ holomorphe Funktion
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ist darf man Integration und Differentiation vertauschen, man bekommt diaheief Taylorentwick-
lung vonep x (t):

Nun reicht es, den Beweidif normierte Zufallsvariablery; mit Mittelwert O und Varianz 1 zufhren,
man bekommt dann (ein WK-Raum hat MaR 1, Mittelwert ist 0 nach’(S(2) = 1 nach VS und
dem Steinerschen Verschiebungssatz):

E(X% =1 EX)=0 E(X?) =1

Damit haben wir folgende Taylorentwicklung

t2
ox(t)=1-— 7+ o(t?)

Dividiert man nun dieX; wie oben beschrieben durgfn, und betrachtet die transformierten Zufalls-

variablenY; = X;'L so haben wir also, ddif unabléngige ZufallsvariableX undY gilt: px v =

wxy, dass jede endliche Summe die folgende charakteristische Funktion hat (man beachte die Li-
nearifit der charakteristischen Funktion, die direkt aus der Integraldefinition folgt):

2 2
(v ()" = (= g oy = e

furn — oo

Die charakteristische Funktion der Summe konvergiert also gegen die charakteristische Funktion der
N(0,1)-Verteilung. Nach dem Stetigkeitstheorem voevly folgt aus der punktweisen Konvergenz

der charakteristischen Funktion die Verteilungskonvergenz (also die Konvergenz an allen Stetigkeits-
punkten der Verteilung), damitave alles gezeigt.

3.2 Zufallsprozesse

Ein Zufallsprozess ist eine Zufallsvariable, die sich in Abbigkeit von Zeit (oder Raum) \émdert.
Zufallsprozesse werden durch eine Anzahi/on sample functions;(¢) beschriebenX; oderX (t;)
bezeichnet ein Ensemble von Werten zur Zgiind bildet eine Zufallsvariable. Man beachte dass ein
Zufallsprozess, der durcN sample functions beschrieben wird, KEINEE-dimensionale Zufallsva-
riable beschreibt. Der Prozess ist eine 1-dimensionale Zufallsvariable, der nur diBebbachtun-
gen beschrieben wird. Als Beispiel stelle man siéhGefal3e in einem Chemielabor vor, in denen
Uberall der selbe chemische Prozessafil Der Prozess selbst ist der Zufallsprozess, der hier durch
N sampling functions beschrieben withi(ty) = X beschreibt dann die Statistik d&rGefale zum
Zeitpunktt.

Zufallsprozesse ¢nnen kontinuierlich und diskret biéglich Zeit oder Position, analog oder digital
(wiederum kontinuierlich oder diskret) bigglich ihrer Wahrscheinlichkeitsdichte, (nicht) determini-
stisch (Bsp. fir einen deterministischen Zufallsprozess: sinus miliiger Phase), (nicht) ergodisch
und (nicht) statioar sein.

Statiorér bezieht sich auf die ZeitaBhgigkeit des Zufallsprozess. Ein Zufallsprozess ist
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e streng statioar, wenn alle seine Dichten (gemeinsame, bedingte, RanddichteXyonfur
jeden Zeitpunkt gleich sind, sich also im Zeitverlauf nichhdern.

o locker bzw. leicht statiadr, wenn sein Erwartungswert zeitunablig ist und seine Korrelation
X (t1)X (t2) nur vom Zeitunterschieth — ¢;, nicht jedoch vort; undts selbst abhngt.

Ein Zufallsprozess ist ergodisch wenn jede Zeitfunktion (sample function) des Ensembles die gleiche
Verteilung, also das gleiche statistische Verhalten hat wie zu allen anderen Zeitpunkten und diese
Verteilung aulRerdem mit den Verteilungen der einzelnen Funktiopieniibereinstimmt (siehe Bild).
Ergodisch impliziert staticir, aber nicht umgekehrt.

) N " px1)
N\ e y- A‘_‘l*

0 N~/ t 0 x
X ! px)

~ Al:;»

r ~~ W~ i 0 x

()

ple)
f)dwézk&» 0 -
0

(xd
@x)d

3.2.1 Gauf-Prozess

Man sagt eine sample functian(¢) gelbrt auf streng-Gaul3sche Art zu einem Zufallsprozess, wenn
die ZufallsvariablenX; ... Xn (X; := X(t;)), die die Samples zIV Zeitpunkten enthalten, und
dabei auch die Samples van(t) mit in Betracht ziehen)N-dimensional GauRR-verteilt sind.UF
ergodische Prozesse @ghalso eine sample function genau dann im strengen Sinne zu einem Gaul3-
schen Prozess, wenn dés fede sample function gilt. Ein Ensemble von sample functions bezeichnet
man als streng Gaul3'schen Prozess, w&nn. . Xy N-dimensional GauR3-verteilt sind.

1(1) 4 5
1 S~ A
0 w"\_/ ~ t
0]
/1 (—
7 A= N ;
1
|
i
*0)
W
DJ T~ N7

X X
| (b) Joint Gaussian pdf of X; and X
(2) Random process, X (shown here with non-zero correlation)
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Eine sample function géint auf lockere Gaul3'sche Art zu einem Zufallsprozess, wenn einzelne
Werte ausr;(t) Gaul3-verteilt sind. Ein Ensemble von sample functions bezeichnet man als lockeren
GauR’'schen Prozess, wern lle z;(t) gilt, dass einzelne Werte aug(t) Gaul3-verteilt sind.

x(t)

! AN : m
t t M ———

0] 4 h h yoo s 517 1y 9 '

(a) Tsolated samples x(#,,) taken at random from x(f)

I
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I
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1
[

46 -36 -20 -o 0
(b) Gaussian distribution of samples from (a)

Definition of a loose sense Gaussian process.

Ein streng Gaul¥'scher Prozess ist der strukturlosestallipgte, unverhersehbarste Zufallspro-
zesdliberhaupt (aber praxisrelevant, Bsp.: thermisches Rauschen). Strenge Gaul3-Prozesse sind locke-
re Gaul3-Prozesse. Gaul3-Prozesse sind durch erstes und zweites Moment voll spezifiziert.

3.2.2 Autokorrelation und Leistungsdichtespektrum von Zufallsprozessen

Eine Dichtefunktion kann ein Zufallssignal (z.B. sample function) nicht genau beschreiben, da sie kein
Wissenuber dieAnderungsrate des Signals besitzt. Diese Information steckt in den gemeinsamen
Dichten von ZufallsvariableX (¢1) und X (¢2), die T = to — t; auseinanderliegen. Diese Dichte

ist meistens nicht bekannt, ein Teil der interessierenden Information ist jedoch in der Korrelation
X(t2) X (t2 — 7) enthalten. Aus diesem Grunde interessiert auch hier die Autokorrelationsfunktion,
denn bei ergodischen Prozessen kann man wegen der Zeiingagkeit und der Unalimgigkeit von

der sample function die Korrelation mithilfe der Autokorrelationsfunktion berechnen:

T/2
Rx(7) = lim / z(t)z(t — )dt [V

Die Autokorrelationsfunktion und das doppelseitige Leistungsdichtespektrum:(orbilden ein
Fouriertransformations-Paar:
Ry(1) &' Gu(f)

auch als Wiener-Kintchine Theorem bekannt. Eine normalisierte Autokorrelationsfunktiédhragm
durch Autokorrelation der Funktion nach Abziehen der Gleichstromkomponente (Erwartungswert)
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von z(t) und Dividieren durch den RMS-WertUF die normalisierte Autokorrelationsfunktigrny
gilt, dass sie bei 0 eine Maximumstelle hat mit(0) = 1 und fur |z| — oo gilt: px — 0. Fur die
Stellery, fur die px einen festen Wert (meis\f‘/—i) nicht mehruberschreitet{y ist symmetrisch um
0) gilt nach dem Wiener-Kintchine-Theorem die Beziehung:

1

B x —

70
Man nenntr, auch Dekorrelationszeit, je @Berr,, desto goller das Geithtnis des Zufallssignal,
desto kleiner also die Bandbreite dig tlie Ubertragung beitigt wird.

3.2.3 WeiRes Rauschen und Gaufl¥'sches Rauschen

WeilRes Rauschen ist ein Zufallssignal mit extremen spektralen und Autokorrelations-Eigenschaften.
Normalerweise korrelieren Abtastwerte eines Signals unisdest je Kirzer das Abtastintervall ist.
WeilRes Rauschen hat jedoch ke@edichtnis* - es hat keindhnlichkeit mit zeitverschobenen Ver-
sionen von sich selbst. Die Autokorrelationsfunktion besteht aus einem einzelnen Impuls bei 0 (keine
Verzbgerung) und das Leistungsdichtespektrum ist flach (Wiener-Kintchine Theorem). Abtastwerte
von weiflem Rauschen sind immer unkorreliert, egal wie knapp hintereinander sie abgetastet wurden.
Da diese Eigenschaft nicht rimlich ist, sind solche Signale nicht realisierbar.

Als Gauld'sches Rauschen bezeichnet man Rauschen, dessen Rauschamplitude GaulR3-verteilt ist. Wei-
Res Gaul¥’'sches Rauschen ist Rauschen, dessen Rauschamplitude GaulR3-verteilt ist und dessen Lei-
stungsdichtespektrum flach ist. Weil3es Gaul’sches Rauschen ist also definit@RsgemGauld'sches
Rauschen, die Umkehrung gilt jedoch nicht, denn bei der Definition von Gaul3’schem Rauschen wurde
nur dessen Rauschamplitudenverteilung beschreiben und keine Aligsagdie Korrelationseigen-
schaften, also das Leistungsdichtespektrum (Wiener-Kintchine Theorem!) gemacht.

3.2.4 Kreuzkorrelation von Zufallsprozessen

Fur zwei reelle, ergodische Prozesse:
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Die Fourier-Transformierte voRt,, (7) wird Kreuz-Leistungsdichtespektrum mit Einheit/Hz ge-
nannt. Die Kreuzkorrelation gibt riadich wieder dieAhnlichkeit zweier umr verschobener Zu-
fallsprozesse an.

4 Lineare Systeme
Ein System ist eine Anordnung von miteinander verbundenen Komponenten zur Realisierung einer

technischen Aufgabenstellung. Ein System kann als Operator aufgefasst werden, der Eibgamgsgr
auf Ausgangsgi3en abbildet.
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Ein System ist linear, wenn seine Antwort auf die Summe zweier Inputs gleich der Summe der Out-
puts auf jeden einzelnen Input i§llferlagerungssatz, Superpositionsprinzip). Antworten auf einzelne
Inputs werden am Ausgang einfaigherlagert. Proportionadit folgt direkt aus der Lineaéit.

Lineare Systeme sind aul3erdem @elatnislos, d.h. die momentane AusgabBédt nur von der
momentanen Eingabe ab. AuRerdem sind Systeme oft zeitinvariant, es gilt@lsoy, (t — T') falls
x(t) = x1(t — T). Lineare, zeitinvariante Systeme (TILS, time invariant linear systems) sind in der
Praxis sehr &ufig und Kknnen durch folgende Bedingung beschrieben werden:

yi(t) = S{z1()} Aya(t) = S{z2(t)} = S{az1(t = T) + ba2(t —=T)} = ayr(t = T) + bya(t = T

Lineare Systeme vandern die Kurvenform von Sinusschwingungen am Eingang nicht.

Man beachte, dass es in der Praxis kaum Systeme gibt, die immer linear sind, denn die meisten Syste-
me sind nur in ihrem Betriebsbereich linear und werden, wenn sie inatégg betrieben werden,
nichtlinear. Um so interessanter ist, dass man viele Systeme in einer hinreichend kleinen Umgebung
als linear betrachten kann (Taylorentwicklung, erster Term).

Beispiele fir lineare Systeme sind:
e Elektrische Schaltkreise aus ohmschen Widarden, Kondensatoren und Spulen

o Elektronische Schaltkreise wie Veasker und Filter (innerhalb des Versorgungsspannungsbe-
reichs)

Mechanische Systeme aus Masse-Fedampfung

Differentiation und Integration

Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen und Schallwellen in isotropen Medien

Alle Systeme die durch lineare Differential- oder Differenzengleichungen beschrieben werden
kdnnen

Beispiele fir nichtlineare Systeme sind:
e Leistung eines elektrischen Widerstardg) = R - 1?(t)

¢ Nichtlineare elektronische Schaltungen wie Spitzendetektoren, Quadrierer, Frequenzverdopp-
ler, Schwellwertschalter, Komparatoren

¢ Nichtlineare Effekte in elektronischen Schaltkreisen wie Begrenzen, nichtlineareérkerst
(slew rate), &ttigungseffekte

e Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen und Schallwellen in anisotropen Medien

¢ Alle Systeme deren Beschreibung auf nichlineare Differential- oder Differenzengleichungen
fuhrt.
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4.1 Lineare Systeme im Zeitbereich

Sei folgende Differentialgleichung gegeben:

2 n—1 2 m—1
agy—I—al%—i—ag%—i—...—i—an_l% =bo$+bl%+52%+-u+bm—1%

Jedes System, das sich durch solche lineare Differentialgleichungen beschisgigiolgt dem Prin-

zip derUberlagerung (bzw. Superposition) und ist daher linear. Man kann die Antwort eines solchen

Systems zusammensetzéiérlagern) aus der freien Antwort@sung des homogenen Systems, al-

so z(t) = 0, mit entsprechenden Anfangsbedingungen, also den Werten aller y-Ableitungen zum

Zeitpunktty) und der erzwungenen Antwort (¢) in die Gleichung eingesetzt, Anfangsbedingungen

werden als 0 angenommen).

4.1.1 Ausgangssignal im Zeitbereich

Stellt man sich ein lineares System mit diskreten Inpyts . z,, und diskreten Outputg, . . . y.,, Vor,
so ist jeder Outpu; durch eine gewichtete Summe aller Inputs gegében

n
vi= Y Gijz;
j=1

Man beachte dass man wegen dieser Darstellung die Operation eines linearen Systems als Matrixmul-
tiplikation interpretieren kann.

Ersetzt man die diskreten Inputs und Outputs durch kontinuierichevalentey(t) undz(7) (man
verwendet hierr als Variable @ir x da wir sgater auf eine Faltungsdarstellung kommen, wo wir ge-
trennte Variablen bditigen... auRerden@sst diese Notation auch eine Beschreibung von Systemen
zu, die nicht zeitinvariant sind), so wird aus der diskreten Summe das Integral

NAT
y(t) = /O Gt 1) (r)dr

wobei N AbtastwerteAr Sekunden auseinanderliegefir &7 — 0 bekommt man allgemein

y(t) = /_OO G(t,7)x(T)dr

Fur kausale Systeme, deren Ausgabewerte nicht von der Zukunft sondern nur von der Vergangenheit
bis zum aktuellen Zeitpunkt aBhgen, reicht als obere Schranke flas Integrat. Da man meist zu

einem definierten Zeitpunkg, meistty = 0 mit der Betrachtung beginnt und in der Praxis nur kausale
Systeme vorkommen hat man es meist mit der Darstellung

y(t):/o G(t,7)x(T)dr

3Achtung: Diex; bzw. y; sind hier nicht n bzw. m Input/Output-Pins, sondern eine zeitliche, gesampelte Abfolge von
einemEingangswertes bzw. Ausgangswertes
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zu tun. Rar Vektoren als Input und Output ist(¢, 7) eine Matrix mit Funktionen in jedem Eintrag,
die Integration ist dann komponentenweise zu verstehen.

Wird als Input die Impulsfunktion verwendet, so altman die Impulsantwori(¢) des Systems.
Dad(r —T) eine Samplingfunktion ist kan@ (¢, T") als Antwort auf einen Impuls, der zum Zeitpunkt
T = T angewendet wird, interpretiert werden, dilit — ') = G(¢,T"). Der 3D-Plot vonG (¢, 7) kann
daher als Impulsantwort zu allendglichen Zeiten interpretiert werden (siehe Bild).

G(1)

?ﬁ;}}j}k
lii/ll///// I ‘:',"‘\\g',';,'
Z ” o
WU

%y
SN
a,,::“: &

g

T
G(t, 7) for a hypothetical system. Response for an impulse applied at time 7 =T is
curve formed by the intersection of G(t, t) with the plane containing §(z —T).

Setzt man nun diesésuivalent in das obige Integral ein, so ergibt sich:

y(t) = / h(t — )z (T)dr

[e o]

Dieses Integral ist unschwer als Faltungsintegral zu erkennen. Der Output eines zeitinvarianten linea-
ren Systems ist demnach durch die Faltung von Input und Impulsantwort gegeben:

y(t) = h(t) * z(t)

In der Praxis kann man sich ein lineares System vorstellen als System, das ein kontinuierliches Ein-
gangssignal abtastet, sein Ausgangssignal ist dann die (durch die Abtastwerte des Eingangssignals)
gewichtete Summe von Impulsantworten. Im Grenzfall: 0 bekommt man genau obige Faltung.

3(1)
o—{ Linear °
system

o—|

(a) Impulse response of a system

© Linear

e ER

(b) Output of system as a superposition of impulse responses

4.1.2 Sprungantwort

Die Sprungfunktion ist wie folgt definiert:

1.0, t>0
u(t)y=1¢ 0.5, t=0
0, t<0
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Setzt man die Sprungfunktion in das Faltungsintegral ein,csm&n die Integrationsgrenzen auf
undt eingeschiinkt werden, da(t — 7) = 0 beiT > ¢ ist. Weiters ist abet(t) im Bereich0 bis ¢
gleich1 und somit ergibt sichifr die Sprungantwou(¢):

ot) = /O h(r)dr  bzw. h(t):%q(t)

Die Sprungantwort ist besonders deswegen sinnvoll, weil sie in der Praxis leichter zu bestimmen ist
als die Impulsantwort.

4.2 Lineare Systeme im Frequenzbereich

Im Frequenzbereich ist der Output eines linearen Systems durch Anwendung der Fouriertransforma-
tion und des Faltungstheorems auf beide Seiten der Ausgangsgleichung im Zeitbereich gegeben:

Hierbei istY (f) das Ausgansspannungsspektrdaf,f) das Eingangsspannungsspektrum &hg’)

die Frequenzantwort des Systems. Bei Frequfgnst die Frequenzantwort eine komplexe Zahl, die
die Spannungsveiatkung (oder -dmpfung) sowie die Phasenverschiebung einer Sinusschwingung
mit Frequenzf, angibt.

4.3 Zufallssignale und lineare Systeme

Zufallige Signale Bnnen nicht als deterministische Funktionen wig) spezifiziert werden. Ihre
Eigenschaften werden durch ihre Dichtefunktion und das Leistungsdichtespektrum festgelegt.

4.3.1 Leistungsdichtespektren linearer Systeme

Quadriert man die Beschreibung eines linearen Systems im Frequenzbereich und betrachtet nur die
Amplitude, so erBlt man|Y (f)|2 = |H(f) X (f)|%. Da|Y (f)|? und| X (f)|? Leistungsdichtespektren
sind, ergibt sich

Gy(f) = [H(f)IPCa(f)

Uber die Fouriertransformation und das Wiener-Kintchine-Theorem ergibt sich schlielideri
Zeitbereich:
Ryy(1) = Rpp(7) * Rya(7)

Die R-Funktionen sind Autokorrelationsfunktionen. So kann man zwar nigtes das genaue zeitli-

che Verhalten des Ausgangssignals eines linearen Systems, das mit einem Zufallssignal angeregt wird,
aussagen, aber zumindest etwiasr die Autokorrelationsfunktion des Ausgangssignals.

4.3.2 Rauschbandbreite

Die Rauschbandbreite eines Filters ist die Breite, die eine rechteckige Frequenzardwontdrum
die gleiche Rauschleistung wie der Filter zu habenf}slie Frequenz derdthsten Amplitude der
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Antwort, so ist die Rauschbandbreisy gegeben durch:

e EP
BN‘/O wEY

Die Division durch| H ( f,,)|* bewirkt hier eine Normierung der Frequenzantwort auf eine Funktion mit
Maximum 1. Die Rauschbandbreite ist nicht gleich der 3dB-Bandbreite (alsb/gé&-Definition).
Bei einem Tiefpass-Filter ist die Rauschbandbreite um den FakibgroRer als die 3dB-Bandbreite.

[llustration of noise bandwidth, B .

Im Bild sieht man sctin die Normierung des Frequenzganges (Maximum 1) und Bass#
Bsgp.

4.3.3 Wahrscheinlichkeitsdichte von gefiltertem Rauschen

Bei nicht-geéchtnislosen Systemen gibt es keine generelle Methode um von der Eingabe- auf die
Ausgabedichte zu schlie3en, eine Ausnahme ist die Dichte von gefiltertem Gaul3’'schem Rauschen.
Das Ausgangsrauschen ist durch die Faltung von Eingangsrauschen und Frequenzantwort gegeben.
Man kann also, wie man an der folgenden Faltungsdarstellung des Outputs sehen kann, den Output
auch als Summe gewichteter Inputimpulse sehen.

n07z~(t) = / h(t — T)TLZ‘(T)dT

—0oQ
Sind die Inputimpulse nun weil3es Gauld'sches Rauschen, so sind die einzelnen benachbarten Im-
pulse unablngige (wegen weilem Rauschen) Gaull'sche Zufallsvariablen. Das Ausgangsrauschen
zu jedem Zeitpunkt ist daher eine lineare Summe Gaul3'scher Zufallsvariablen und daher selbst eine
Gaul¥'sche Zufallsvariable. Die Ausgangsamplitude nach dem Filtern ist also Gaul3-verteilt. Da ein
Filter in der Praxis aber endliche Bandbreite hat, und das flache Eingangsspektrum beim Filtern daher
begrenzt wird, ist das Ausgangsspektrum nicht mehr weil3.

= Gefiltertes weiRes Gaul3-Rauschen ist Gaul3sch

Durch ein Gedankenexperiment (siehe Bild), in dem man einen einzigen Filter durch 2 Teilsyste-
me ersetzt kann man daraus einen weiteren Schluss ziehen: Da im ersten Teilsystem aus Gauf3schem,
weillen Rauschen Gaul3sches Rauschen wird (obige Schlussfolgerung) und der Output des Gesamtsy-
stems Gaul3sches Rauschen ist (ebenfalls obige Schlussfolgerung), muss gelten:

= Gefiltertes Gauldsches Rauschen ist Gaul3sch
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n; (1) o—-] L—o—] —o 1 (1)
White, Gaussian, H (f) H; (f) Non-white, Gaussian,
noise in —0 noise

Non-white, Gaussian, noise

Figure 4.18 Reinterpretation of H(f) in Figure 4.17 as two cascaded sections.

4.4 Nichtlineare Systeme und Transformation von Zufallsvariablen

Nichtlineare Systeme sind schwer zu analysieren, jedoch kann die Dichte des Outputsadniged
losen nicht-linearen Systemen durch die Transformation von Zufallsvariablen leicht ermittelt werden.
Zum Beispiel ist ein System mit(t) = 22(¢) nichtlinear, dennoch kann die Dichte der transformier-
ten Zufallsvariablen leicht bestimmt werden. Die Wahrscheinlichkeit der transformierten Variable ist
durch die Wahrscheinlichkeit des Urbilds gegeben, man bezeichnet das auch als Gesetz der Erhaltung
der Wahrscheinlichkeit.

Wenn GauR’sches Rauschen am Eingang eirigikiitvendetektorsanliegt, so ist die Ausgangs-
dichte Rayleigh-verteilt. Eine Rayleigh-Verteilung mit Parametbiat folgende Dichtefunktion:

22
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fo(z) =

o2

Das sieht man unmittelbar, da bei einerlldurvendetektor ndirlich nur die Amplitude des Signals
interessiert und nicht die Phase; nach Substitution in Polarkoordinaten folgt die Behauptung also
unmittelbar aus der (aus der WK-Theorie bekannten) AuSsage

SindX ~ N(0,6%),Y ~ N(0,0?), soistR = v/ X2 + Y2 Rayleigho) verteilt

Wenn GauR’sches Rauschen am Eingang eines Quadfiardisgt, so ist die Ausgangsdichte Chi-
Quadrat-verteilt mit einem Freiheitsgrad.

Allgemein ist eine Chi-Quadrat-Verteilung mitFreiheitsgraden die Summe vanquadrierten, un-
abhangigen, normalverteilten Zufallsvariablen, die alle gleiche Varighizaben:

Y = X7 +... X2
Es qgilt:
Y = No?, 0% =2No?
5 Abtasten, Multiplexen und PCM

Man spricht von einem Basisband-Signal, waBr> f; gilt und von einem Bandpass-Signal wenn
B < fr gilt.

“Wird zur Demodulation von AM-Signalen verwendet
Ssiehe z.B.: http://de.wikipedia.org/wiki/Rayleighverteilung
Sengl. square law device
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5.1 Pulsmodulation

Pulsmodulation beschreibt einen Prozess, bei dem die Amplitude, Breite oder Position einzelner Pulse
einer periodischen Pulsreihe entsprechend der Amplitude des (analogen) Basisband-Informationssignals
variiert werden. Pulsamplitudenmodulation (PAM) bigt einen lbheren Signal-Rauschabstaradis
Pulspositionsmodulation (PPM) und Pulsweitenmodulation (PWM), da siimui®ien stark auf die
Amplitude auswirken. Ist die Pulsrate hoch genug (Nyquist-Kriterium), so kann das Informations-
signal aus dem pulsmodulierten Signal rekonstruiert werden; besonders einfach igt A8V
(Tiefpass-Filter) bzw. PWM (Integrator, also Kondensatorschaltung). Man beachte jedoch, dass die
Bandbreite dieiir Pulsmodulation beitigt wird aufgrund der steilen Flankerdher ist als jene des
urspiinglichen Signals.

Hllustration of pulse amplitude, width and position modulation: (a) input signal.

5.2 Abtasten

Unter Abtasten (Sampling) versteht man das Aufzeichnen der Ordinaten-Werte (Amplitude) einer
kontinuierlichen Funktion, normalerweise aquidistanten Werten der Abszisse (Zeit).

Werden bei einer Abtastrajg ein konstantes Gleichstromsignal und ein periodisches Inputsignal
mit einer Frequenz, die ein ganzzahliges Vielfaches fiohetragt, abgetastet so ergeben beide die
gleichen Ausgabewerte. Daraus folgt, dass sich im Frequenzbereich das abgetastete Basisbandspek-
trum beif; und ganzzahligen Vielfachen vgiy wiederholt.

Es gibt zwei Arten von Sampling:

Natural Sampling Ein natirlich abgetastetes Signal ergibt sich, wenn man das Basisband-Informationssignal
mit der periodischen Pulsreihe multipliziert. Dabei entspricht die Form der Pulsspitzen der
Form des abgetasteten Signals. Im Frequenzbereich entspricht der Multiplikation die Faltung
und so ergibt sich ein Signalspektrum, bei dem sich das Spektrum des Informationssignals, ge-
wichtet durch die Amplituden des Pulsreihen-Spektrums, um die ganzzahligen Vielfachen von
fs wiederholt (diese Eigenschatft folgt hier aus der Faltung, und ist eine nochmaligiiBest
gung detUberlegungen von vorher). Dass das Spektrum der periodischen Pulsreiivaliats
Tsine(Tf)- Y oo . 0(f —nfs) ist folgt aus dem Faltungstheorem, wenn man die periodische
Pulsreihe im Zeitbereich als Faltung veimemRechteck der Breite und der aus Impulsfunk-
tionen bestehenden Samplingfunktion anschreibt. Nun ist auch klar, warum ein Tiefpassfilter

’SNR, Signal to Noise Ratio
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vonrdten ist, um das (Spektrum des) Informationssignatkzugewinnen. Einen solchen Fil-
ter nennt man auch einen Rekonstruktionsfilter, da er das Signal rekonstruiert.

Flat Top Sampling Beim natural Sampling entsprechen die Pulsspitzen des Resultats der Form des
abgetasteten Signals. Beim flat top Samping werden @&nsthkch abgeflacht. Dieses Signal
erhalt man, wenn das Informationssignal mit einer Impulsreihe abgetastet (multipliziert) wird
und die resultierenden, gewichteten Impulse mit einem Rechteckimpuls gefaltet werden. Eben-
so wird das Frequenzspektrum des Resultats mit dem Spektrum des Rechteckimpulses (sinc-
Funktion) multipliziert. Um hier das (Spektrum des) Informationssigrisdkzugewinnen muss
nach dem Tiefpass noch eine Entzerrung (Equalisati@mich eine Multiplikation mit der In-
versen des Rechteckpulsspektru%), durchgeiihrt werden.
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we 5.4 Time and frequency domain illustrations of natural sampling: (a) signal g(t); (b)
signal spectrum; (c) sampling function; (d) spectrum of sampling function; (e)
sampled signal; (f) spectrum of sampled signal.
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Figure 5.5 Time and frequency domain illustrations of PAM or flat topped sampling: (a) signals
(b) signal spectrum; (c) sampling function; (d) spectrum of (c); (e) sampled signal;
spectrum of (e); (g) finite width sample; (h) spectrum of (g); (i) sampled signal; (j)
spectrum of (i); (k) receiver equalising filter to recover g(t).

5.3 Aliasing

Wird ein Basisband-Signal mit einer zu niedrigen Frequenz abgetastétegdappen sich die wieder-
holenden Frequenzspektren. Das gefilterte Signala#tndlann auch digabgeschnittenen Frequen-

zen in,zurickgeklappter* Form. Um das zu verhindern kann man entweder vor dem Samplen einen
Antialiasing-Filter verwenden, oder man stellt sicher dass die Abtastrate dem Nyquisttheorem ent-
spricht.

In der Praxis muss man auf3erdem beachten, dass ein Signal endlicher Dauer unendliche Bandbreite,
also unbesclinktes Spektrum hat. Diébhste, vorkommende Frequefiz muss daher in der Praxis

als die lochste relevante Frequenz gevt werden. AuRerdem gibt es keine idealen Filter mit recht-
eckigerUbertragungsfunktion, folglich mus& > 2f in der Praxis oft durchfs > 2.2fy ersetzt
werden.

Als quantitatives Maliifr die Qite einer Rekonstruktion verwendet man den Signait®igs-Abstand
(SDR, signal to distortion ratio):

LE a(ar
f%s G(f)df

bzw. in der Praxis, um die Eigenschaften des Rekonstruktionsfilters einflie3en zu lassen:

fo H(f)[*df
Jo G f fs !H( DPdf

SDR :=

SDR :=
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wobei in beiden BllenG(f) das Spektrum des abzutastenden Signals ist. Man beachte, dass hier nur
Amplituden, jedoch keine Phasenverzerrungen betrachtet werden.

5.4 Abtasten von Bandpassignalen

Ist die zentrale Frequenz weibher als die Signhalbandbreite, so ist edghich, auch mit einer Abta-
strate unter der Nyquist-Rate das Signal so zu erfassen, dass es nachher wiedediglskonstru-
iert werden kann. Die Abtastrae muss dann in folgendem Frequenzband liegen:

2B{Q}§f8§2B{Q1}
n n—1

wobei @ = fy/B undn := |Q] das Frequenzband festlegt. (3teine Ganzzahl so ist mit = @
die Abtastrate genau auf die Nyquist-Rate festgelegiQIst 2 so giltn = 1 und man erhlt (da
BQ = fy) das Nyquist-Kriterium.

Die Richtigkeit des Abtastkriteriums ergibt sich bei Betrachtung folgend#te Ber Faltung des
Frequenzspektrums des Bandpassignals mit der Impulsreihe:

e Das Bandpassspektrum kreuizf; - bei der Faltung ergeben sich Interferenzen zwischen posi-
tiven und negativen spektralen Frequenzrepliken, mit Mittelpurfkt

e Das Bandpassspektrum kreyzt+ %)fs - es ergeben sichhnliche Interferenzen, mit Mittel-
punkt(n + 3) fs.

e Das Bandpassspektrum kreuzt keine der obigen Frequenzen und es ergilitr diolrdktes
Abtasten2fy < nfsund2f;, > (n — 1) fs, was umgeformt (mi€) := f/2) obiges Abtast-
kriterium ergibt.
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Bei der Rekonstruktion muss man adich beachten, dass man nun ein Bandpasssignal rekon-
struieren will. Wurde das Basisbandsignal nur @ébsrtragungstechnischen itaden in ein Band-
passsignal gewandelt und will man das Basisbandsignal rekonstruieren, dann kann man wie bisher
mit Tiefpass arbeiten.

5.5 Multiplexen analoger Impulse

Oft miissen mehrere Signaider das gleiche Medium (Kabel, Funk, . iiBertragen werden. Die
Signale niissen daher géigend getrennt werden - digl@ ihrer Getrenntheit wird mit Orthogonaiit
bezeichnet. Orthogonale Signakérkien unabiingig voneinander empfangen werden. Orthogditalit
kann auf mehrere Arten erreicht werden:

Frequency Division Multiplexing Bei FDM werden die Signale auf unterschiedlichégerfrequen-
zen aufmoduliert (d.h. es wird das Signal mit deradger multipliziertg(t) - cos(wt)) und bele-
gen so unterschiedliche Frequeander des Kanals. Enmiinfigerseitig knnen sie dann mittels
eines Bandpassfiltersickgewonnen werden. Bei Glasfaser-idim wird das gleiche Prinzip
mit Wellenkangen verwendet und Wavelenght Division Multiplexing genannt.

Time Division Multixplexing Bei TDM werden die PAM-Signale auf unterschiedliche Zeitschlitze
aufgeteilt. Dabei steigt allerdings die Bandbreite, da die &td¢ zwischen Pulsen entspre-
chend verkirzt werden. Die dtige Bandbreite kann jedoch stark reduziert werden, denn an den
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Abtastzeitpunkten muss die Amplitude korrekt sein, dazwischen jedoch kann man die Funktion
glatten und so die Bandbreite reduzieren. Das jedoch setzt voraus, dass Sender wardyEmpf
den selben Abtastzeitpunkt verwenden... kein Vorteil ohne Nachteil.

Die Karéle kbnnen aucHJbersprechen, wenn das Medium die Bandbreite limitiert und die
Flanken daher exponentiell mit einer grof3en Zeitkonstdtiteabklingen. Als Mal iir das
Verhaltnis von Signal undibersprechendem Signal gilt XTR (cross talk ratio):

XTR =20 logipe % (DB)

Dabei bezeichnet die Breite des Impulses ung den Abstand zwischen zwei Pulsen, siehe
Bild. Man beachte, dass man XTR nur verbessern kann, indem man die Anzébkdeagenen

Pulse pro Zeiteinheit verkleinert (alsg + 7 vergroRert) oder ein anderes Medium verwendet
(RC verkleinert), durch Wrzere Pulse alleiner(verkleinern) gewinnt man nichts. Das mag
kontraintuitiv sein, man beachte jedoch, dass der Abtastzeitpunkt nicht in die Rechnung eingeht,
ein goleres vergdRert daher auch den Beitrag des beabsichtigten Signals.

e

1
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I e XTR = 2010gw( )(dB)
! ! 1
| i |
| e
:

2T,
(b)

Crosstalk between tributary channels of a TDM signal: (a) signal at channel input;
(b) signal at channel output.

5.6 Quantisierte Pulsamplitudenmodulation

Ein PAM-Signal ist zwar diskret im Zeitbereich, aber kontinuierlich im Wertbereich, da alle Am-
plitudenwerte erlaubt sind - die Dichte der Pulsamplituden ist kontinuierlich. Wird das PAM-Signal
quantisiert (ADC), d.h. die Amplitudendkinen nur mehr einen Wert aus einer endlichen Menge an
Werten annehmen, wobei iiaich immer der der tatehlichen Amplitude am achsten gelegene
ausgewahlt wird, so ist das entstehende Signal digital und besitzt eine diskrete Dichte. Das digitale
Signal kann durch eine endliche Menge an Symbolerasepttiert werden, wobei ein Symbol einem
Quantisierungslevel entspricht.

Quantisieren ist mit Quakltsverlust verbunden, da das quantisierte Signal nicht mehr dem Ori-
ginalsignal entspricht. Der Unterschied zwischen den letzteren ergibt ein neues Zufallssignal, das
Quantisierungsrauschen.

Als Mal3 fur das Quantisierungsrauschen verwendet man den sogenafNte® (signal to noise
ratio), also das Verdtnis von Signal zu Quantisierungsrauschen. &giidistanten Quantisierungs-
stufen mit Abstand zwischen den Quantisierungsstufen bekommt man:

fv"“”” v2p(v)dv

vm'Ln

SNyR = e
f q/2 capleq)deg

le\DH Cw‘
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Dabei bezeichnet das Signalg, das Quantisierungsrauschenden Abstand zwischen Quantisie-
rungsstufen ungh(v) die Wahrscheinlichkeitsdichte des Signals. Hier wird also n&ekw) bzw.

dP(e,) integriert, man betrachtet also das \é&this der beiden Erwartungswerte (Mittelwerte). Au-
Rerdem betrachtet man noch den WeiV, R),..., das maximal auftretende Veidtnis von Signal

zu Quantisierungsrauschen.

Setzt man lineare Quantisierung und ein Signal ohne Gleichanteil mit Gleichverteilung voraus, so
berechnet manir die PAM leicht (/ bezeichnet die Anzahl der Quantisierungsstufen):

SN,R = M? —1=201logio(M) dB

(SNyR)pear = 3M? = 4.8+ SN,R dB

(Erinnerung: Umrechnung in dB mib log1()
DasSN, R wird also fir steigended/ mit dem Quadrat der Anzahl an Quantisierungsstufen besser.

5.7 Pulscodemodulation

Nachdem ein PAM-Signal quantisiert wurde, kann man anstatt der Pulse selbst lediglich Nummern,
die die Hbhe der Pulse angebeimhertragen. Acht Amplitudenlevebkinten durch eine dreistellige
Binarzah? reprasentiert werden, wobei die Einsen und Nullen durch unterschiedliche Spannungen
dargestellt werden. Generell ist b® Amplitudenwerten das Codewort = [log, M| Bit lang.

SN, R hangt nicht von der Kodierung ab und bleibt daher gleich, als Funktiomvoaben wir hier

also SN,R = (2")% — 1 und (SNyR)pear = 3(2"). Als Schatzwert tir SN, R verwendet man oft
SN,R=6(n—1) dB.

PCM beritigt mehr Bandbreite als das native PAM-Signal, da mehr Pulse statt éiperimagen
werden. Jedochdnnen die Spannungslevel bei PCM weitaus leichter unterschieden werden als bei
PAM, PCM ist also weniger a#flig auf Rauschen. Bei der Berechnung des SNR muss man jedoch
einige Feinheiten beachten, z.B. ist der Fehler davoiadily, welches der Bits gést ist (LSB ist
weniger wichtig als MSB). Man rechnet daher meist mit nur einem Bitfehler pro Codewort und setzt
voraus, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bitdgestird, gleichverteilt istiiber alle Bits mit
WahrscheinlichkeifP.. Da Quantisierungsrauschen und das Rauschen auf der Leitung statistisch un-
abhangig sind addieren sich die Erwartungswerte (der quadrierten, transformierten Zufallsvariablen),
wir haben: o

02
SNR = ———
€24 €2,

Wobei% den Erwartungswert des Dekodierungsfehlers angibt. Man rechnet nach:

SN,R

SNIE =1 +4P.SN,R

5.7.1 Companded PCM

Bei ,gewdhnlichen* Signalen kann nicht davon ausgegangen werden, dass alle Quantisierungslevel
gleichmaf3ig genutzt werden, d.h. die Dichte des Informationssignals gl@iBlywerteilt ist. Um das

8ein Codewort— PCM
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Quantisierungsrauschen zu minimieren ist es also sinnvoll, die Quantisierungslevel dgutigmyée-

nutzten Stellen zu verdichten und an den weniger genutzten Stellen zu erweitern. Diese nicht-lineare
Quantisierung nennt man Compandinda das Signal mit einer nicht-linearen Amplitudencharakte-
ristik komprimiert und dann das empfangene Signal mit der inversen Charakteristik dekomprimiert
wird. Nach der Komprimierung hat die transformierte Zufallsvariable idealerweise eine Gleichvertei-
lung.

Output

Compression

~
" No compression

(a) Compression characteristic (b) Expansion characteristic

Typical compression and expansion (compander) characteristics.

Leider ist die Dichte des Informationssignals oft nicht bekannt, z.B. bei der menschlichen Stimme.
In diesem Fall ist digibliche Companding-Strategie, einen konstarfiéf) R fur alle Signallevel zu
erzielen. Da die Quantisierungsrauschleistung proportionaf zst, wobeig den Abstand zwischen
zwei Quantisierungslevel bezeichnet, mggsoportional zum Signallevel, d.@.konstant sein. Dazu
muss der Fehler bei kleinen Amplitudenwerten des Signals klein sein, bei grol3en Werten ist der abso-
lute Fehler nicht mehr so relevant. Daher scheint der Logarithmus eine geeignete Funktion zu sein, er
hat die Eigenschaft, die multiplikative Einteilung der Amplitudenwerte in eine Skala in einen additi-
ven Fehler beim Quantisierungsrauschen zu verwandeln. Der konstante Quantisierungsrauschabstand
wird daher durch eine logarithmische Funktion realisiert, die ndcmégative reelle Zahlen fortge-
setzt wird (Amplituden knnen auch negativ sein) und von -1 bis 1 durch eine Gerade approximiert
wird (siehe Bild). Beispieleifr solche Kurven sind das A-law (verwendét fTelefonie in Europa)
und dasu-law (Telefonie USA).

(c) Composite compression law for
approximately constant SN,R

5.7.2 PCM Multiplexing

PCM-Multiplexing kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen:

e Ein bereits TDM-gemultiplextes (PAM-)Signal wird PCM-kodiert

9Companding = Compression & Expanding
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e Die zu multiplexenden Signale werden zuerst PCM-kodiert und dann per TDM gemultiplext

Die zweite Methode hat den Vorteil, dass die A/D-Wandluaber an der Signalquelle stattfindet (man
will maoglichst filh digitalisieren) und dass nicht nur ganze Codeer, sondern auch die einzelnen
Bits der Codevirter ineinander geschachtelt werdémhen.

5.8 Maoglichkeiten zur Bandbreitenreduktion

Da Bandbreite ein begrenztes und wertvolles Gut ist und es auRerdem teuer istatBichesL eitun-
gen zu legen muss die vorhandene Bandbreite effizient genutzt werden. Dies geschieht durch spektral
effiziente Signalgebungstechnikeir {Sprach-)Signale.

5.8.1 Delta PCM

Bei Delta PCM wird statt der Abtastwerte selbst nur die Differenz zum vorangegangenen Abtastwert
Ubertragen. Da die Differenzblicherweise kleiner als die tétshlichen Abtastwerte ist, da nahe bei
einanderliegende Abtastweriblicherweise korrelieren, sindikzere Codewrter vonrdten. Delta

PCM kann sich schnefindernde Signale allerdings nicht so gut behandeln wie konventionelles PCM.

5.8.2 Differentielles PCM

Differentielles PCM (DPCM) macht sich ebenfalls die Korrelation benachbarter Abtastwerte (Bsp.:
Bilder, ist ein Pixel schwarz, so hat man eine groRe Chance dass ein benachbarter Pixel auch ein
Schwarzton ist) zunutze und benutzt einen Algorithmus umiafilge Abtastwerte vorauszusagen.
Ubertragen wird dann nur ein Wert zur Korrektur des vorhergesagten Signals - dieses Korrektursignal
beschreibt also den unvorhersehbaren Teil des Informationssignals. Die Vorhersage-Einheit (sowohl
Transmitter als auch Receiver haben eine solche) besteht oft aus einer linear gewichteten Summe
vorheriger Abtastwerte und wird durch ein Schieberegister realisiert.

5.8.3 Adaptives DPCM

Bei adaptivem DPCM (ADPCM) sind die Koeffizienten bzw. Gewichte der Vorhersage-Einheit nicht
fix festgelegt, sondern werden entsprechend der&idernden Signalstatistik (Bsp.: zuerst wird ein
helles, dann ein dunkles Bildbertragen=- Erwartungswert wird danpdiinkler‘) des Informations-
signals angepasst. Die neuen Koeffizienten der Vorhersageeinheit (auch hier oft gewichtete lineare
Summe) werden audlbertragen.

5.8.4 Deltamodulation

Wird bei einem DPCM-System die Adlsung des Quantisierers auf 1 bit reduziert, sékrhan das
Schema der Deltamodulation... es wird also in jedem Schritt das Signal narAuwerandert. Der
Vorhersage-Algorithmus wird darauf besahkt, stets anzunehmen, dass der neue Abtastwert gleich
dem vorigen ist, es wird also einfach gi@ne-Sample-Delay” eing@hrt.

Aus den Anforderungenuf geringes Quantisierungsrauschen und slope overload noise ergibt
sich ein Konflikt: um das Quantisierungsrauschen klein zu halten sollte die Korrekturséiftgttgr
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A maoglichst klein sein um das Signal fein aufiéasén; um slope overload noise zu verkleinern, also
schnell auf groRénderungen reagieren zwhnen, sollteA relativ groR sein (siehe Bild). Um das
Rauschen beider Arten gering zu halten, kann mandidein halten und dafr die Abtastfrequenz
erhbhen (dann hat man mehr Schritte und kann schneller auf starke Steigungen reagieren). Muss man
mit der Abtastfrequenz allerdings zu stark hinaufgehen, so sind die Bandbreiten-Vorteile der Delta-
modulation schnell weg.

Bleibt das Informationssignal konstaiitrfeine nennenswerte Zeitdauer, so wird das resultierende
rechteckige Quantisierungsrauschen RuheraudBigemannt. Durch einen @itungsfilter wird die-
ses Rauschen, désblicherweise die halbe Sampling-Frequenz hat, weggefiltert. Das geht deswegen,
da die Samplingfrequenz bei Deltamodulation meist wahdr ist als2 fr;, Ruherauschen ist also
hochfrequent

Start-up Idling noise
D L

—
U]

Tle—
0T P 4
Slope overload

o T e

figure 5.33 DM signal waveforms illustrating slope overload and quantisation noise.

Ist der Signalrauschabstand nicht ausreichend hoch, so interpretiert derigy@pgelegentlich
ein empfangenes Symbol falsch und es kommt zu einem Fehlditie onH+-A — (—A) = 2A. Man
beachte, dass dieser Fehler, im Vergleich zu normalem PCM aArhstenibertragenen Codewort
nicht notwendig korrigiert wird. Erst mit den@whsten Fehler, der den ersten Fehler ausgleicht, findet
eine Korrektur statt, in der Zwischenzeit hat man einen konstanten Fehler (siehe Bild). Allerdings
sind, wenn die Bitfehlerwahrscheinlichkéi klein ist, diese Fehler niederfrequent, und man kann sie
daher meist filtern, vor allem wenfy, entsprechend grof} ist. Dadidkt sich auch in nachfolgender
Formel aus, die die durchschnittliche Leistung dieses Fehlersignals ajigibt Nenner):

A? fg
N, = —="=P,
T fL
A /Ermr Error
NS m— - S —
i N\

(c) Received DM signal (with noise induced bit errors)

(d) Information signal and DM cstimate at receiver

£ulkT) oA i

() Exror signal due to noise induced bit inversions

Figure 5.35 Stepped error signal in DM receiver due to thermal noise.

Yidle noise
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5.8.5 Adaptive Deltamodulation

Bei konventioneller Deltamodulation wird, um sowohl Quantisierungs- als auch slope overload noise
gering zu haltenA klein und die Abtastfrequenz hoch gé&it. Bei adaptiver Deltamodulation i&t
variabel. Die Korrekturschrittgf3e wird dabei geafd der Vergangenheit des Quantisierungsfehlers
€4 angepasst - ist, immer gleich+A, so steigt das Informationssignal schneller, als das vorherge-
sagte Signal folgen kann unfl wird erhoht. Iste, abwechselnd-A und +A, so andert sich das
Informationssignal nur langsam uadwird verkleinert.

6 Basisbandibertragung und Basisbandmodulation

6.1 Basisband Centre Point Detection

Die Erkennung digitaler Signale beinhaltet zwei Prozesse: erstens das Reduzieren jedes empfangenen
Spannungspulses auf einen numerischen Wert und zweitens das Vergleichen dieses Wertes mit einer
Referenzspannung um festzustellen, welches Syriabeitragen wurde. Im Falle kirer Symbole

liegt die Referenzspannung meist genau in der Mitte zwischen den Spannungsivedtemnd 1.

Zusatzlich stellt sich noch die Frage, wanralwend einer Periode der empfangene Wert gesamplet
wird. Bei der centre point detection wird das Signal in der Mitte der Symbolperiode abgetastet.

6.2 Bitfehlerwahrscheinlichkeit einer binaren Basisbandibertragung

Nimmt ein birares Signal zwei Spannungslevglund V; an und ist das Signal mit Gaul3-Rauschen
(Mittelwert 0, Standardabweichung belegt, so eréilt man die Dichte des Signals durch Falten der
Dichte des Gaul3-Rauschens (Glockenkurve) mit den Impulsen in der Dichte desi@ials (die
Dichte der Summe zweier unaihgiger Zufallsvariable e#ft man durch Faltung der Dichten). Die
gesamte Fche der neuen Dichte ist wiederum 1, bei den Impulsen der Bitwahrscheinlichkeiten re-
pliziert sich jeweils die Glockenkurve des Gaul3schen Rauschens (siehe Bild). Wir wollen nun die
Wahrscheinlichkeit berechnen, dass durch die GauR3sdirarfst ein Bit missinterpretiert wird. Es
handelt sich hier um bedingte Wahrscheinlichkeiten der, XK dass 1 empfangen wird wenn O
gesendet wird“. Gehen wir davon aus, dass die beiden Symbole gleichwahrscheinlich sind, dann hat
jede der beiden Glockenkurveéiélhe% (die Gesamtfiche beider Kurven ist niatich 1), wir miissen

also bei bedingten Fehlerwahrscheinlichkeiten dt%rdlividieren. Fir den Schwellwert ergibt sich bei
gleichwahrscheinlichen Symbolé(ﬁ‘g—vl, also der Schnittpunkt der beiden Glockenkurven (man kann
zeigen dass das der ideale Schwellwert ist, was in unserem Fall intuitiv klar ist). Die Wahrscheinlich-
keit P.; dass 1 empfangen wird obwohl 0 gesendet wurde ist also 2 Mal die schatticteKsiehe

Bild), also (das% von der Hbhe der Verteilung und dag wegen der bedingten WK hebt sich auf):

Pa= [ L
1= (& 20 v
‘ (Vo+Vi)/2 OV 2T
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Probability density function of: (a) binary symbol; (b) noise; (c) signal plus noise.

Durch Verwendung der Gegenwahrscheinlichkeit, Substitution und der gut tabellierten Fehler-
funktioner f(z) := % Iy e~ du erhalt man schlielich:

Pi=-|1-—eff
! 2[ (20\@

Aus Symmetrieginden gilt naiirlich P,y = P.;. Da die Fehlerwahrscheinlichkeit eigentlich nur vom
Spannungsunterschigdll” = V; — V; ablangt, schreibt man:

)

Man beachte dasAV der Spannungsunterschied zum Abtastzeitpunkt ist, obige Formeligitié
Spannungswerte und Pulsformen.

Fur die Berechnung der Bitfehler eines Kanals mit AWGN (Additive White Gaussian Noise) und
NRZ Signale &sst sich der BruckY durch SNR= % ausdiicken:

Fur unipolares NRZ istSy,cqr = AV? und die mittlere Signalatke S = ATVQ. Die normalisierte
GauRsche Rauschske betagt N = 2. Daraus folgt:

()L G)
P, = % [1 — erf(2\1/§ (;):):k)] = % [1 — erf(% (;)1/2)]

Fur polares NRZ sind die Spitzensignaldte und die mittlere Signakstke gleich:Sp... = S =
(%)2. Daraus folgt:

AV S\ 1 1 [/ S\Y?
— = 2 (N) und daher P, = 3 [1 - erf(ﬁ (N) )
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Hat manM > 2 Symbole, wieder alle mit gleicher Wahrscheinlickeit, deren Spannungslevel alle
AV \Volt auseinanderliegen, dann hat mé&hGlockenkurven nach der Faltung, wobei dieneren”
Glockenkurven jeweils 2 Nachbarn, also die doppelte Sclagtié haben. Folglich bekommt man
hier:
M —2 2 2(M —2)

Pe]\/[— M 2P3+MP6— M
Last but not least: Die Symbolfehlerrate (SER, Symbol Error Rate) und die Bitfehlerrate (BER, Bit
Error Rate) berechnet man als:

Pe

BER=P,R, SER=P.R,

wobei P, und P, die Fehlerwahrscheinlichkeiteiirfbinare bzw. nare Ubertragung beschreiben und
Ry, und R, die Bitrate bzw. die Symbolrate sind.

6.3 Fehlersummierunguber mehrere Hops

Ubertragungsmedierihpfen Signale. Bei ddsbertragungiber Bingere Strecken werden daher Re-
peater eingesetzt, die die Signale wieder ékstn, wobei zwischen veigkenden und regenerativen
Repeatern unterschieden wird.

Verstirkende Repeater heben das Signal beim Empfang lediglich auf diéngéphe Signalstrke
an und versirken dabei das Rauschen ebenso, sodassmEaips das Signal die gleiche&ke hat
wie zu Beginn, die Rausctiske allerdings um den Faktarzugenommen hat.

Regenerative Veratker entscheiden ob eine Eins oder Null an ihrem Eingang anliegt und erzeu-
gen dann aufgrund ihrer Entscheidung ein neues Signal, wodurch sich das Rauschen nicht pro Hop
aufsummiert.

6.4 Signalisierung (line coding)

Binare Daten knnen mittels unterschiedlichster Pulstypdrertragen werden. Diese unterscheiden
sich unter anderem durch Aspekte wie Gleichstromanteil, Leistungsdichtespektrum (besonders im
Hinblick auf den Wert bei 0 Hz), Bandbreite, Rauschimmamnitind Taktiickgewinnung.
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6.4.1 Unipolare Signalisierung

Unipolare Signalisierung, auch On-Off Keying (OOK) genannt, @spntiert ein Biarsymbol durch

die Abwesenheit eines Pulses und das andere durch das Auftreten eines Pulses. Dabei wird zwi-
schen non-return to zero (NRZ) und return to zero (RZ) unterschieden - bei NRZ ist die Dauer des
Pulses gleich der ange des Symbolzeitschlitzes, bei RZ ist die Pulsdauezer als der Symbol-
zeitschlitz. RZ-Signale, digblicherweise ein Tastvegltnis (=Pulsdauer/Symbolzeitschlitz) von 50%
haben, bettigen so die doppelte Bandbreite von NRZ-Signalen. Sie haben allerdings auch den Vor-
teil einer Spektrallinie bei der Symbolrafg = 1/7, Hz und erndglichen damit eine einfachere
Taktrickgewinnung. Das Spektrum von NRZ-Signalen hat eine-Form.

Sowohl RZ als auch NRZ haben in ihrem Spektrum bei 0 Hz eine Linie, also einen Gleichstroman-
teil. Bei derUbertragungiber Wechselstrom-gekoppelte Repeater, die nibist einen Kondensator
angebunden sind, wird dieser Gleichstromanteil entfernt und das Signal in ein polares umgeformt. Da
sich die AC-gekoppelten Medien wie Hochpassfilter verhalten, kommt es zu einem exponentiellen
Abflachen der Signalspitzen nach jed&inergang (signal droop"®).
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Distortion due to AC coupling of unipolar NRZ signal: (a) input; (b) output.

6.4.2 Polare Signalisierung

Bei polarer Signalisierung wird eine Eins durch einen Rylg) und eine Null durch einen Puls

go(t) = —g1(t) reprasentiert. Es gilt im wesentlichen das selbe wiie dinipolare Signalisierung
beziglich Spektrum, Bandbreite, AC-coupling. Ein Vorteil jedoch ist dass der DC-Aliittell Engere

Zeit gesehen 0 ist. AuRBerdem 81/ doppelt so grol3, wasihere Leistung voraussetzt, aber die Feh-
lerrate verkleinert. Ein weiterer Vorteil polarer Signalisierung ist dass der Entscheidungsschwellwert
0 ist, das ist aus schaltungstechnischer Sicht meist einfacher umzusetzen. Bei polarer Signalisierung
sind die 0- und 1-Signale genau um &Mhasenverschoben, die Spektrallinie %;ei‘ehlt daher, was

sich negativ auf die Takiickgewinnung auswirkt.

6.4.3 Dipolare Signalisierung

Dipolare Signalisierung hat keinen Gleichstromanteil und eignet sich dahetiigaCtgekoppelte
Medien. Das Symbolintervally wird in zwei gleich grof3e Pulse, einer negativ und einer positiv, auf-
geteilt. Somit ist die Fiche unter jedem Puls gleich Null. Bejianchester-Coding* wird eine Eins
durch einen Eins-Nulidbergang und eine Null gegengleich dargestellt. Man beachte (siehe Grafik),
dass beim Manchestercode die Spektrallinieaboeim Gegensatz zum dipolaren OOK fehlt, da die
Signale fir 0 und 1 genau 18(phasenverschoben sind.

6.4.4 Sonstige Signalisierungen

HDBnN Kodierung stellt durch spezielle Kodierung sicher, dass Tiakggewinnung auch noch bei lan-
gen 0 oder 1 Folgen aglich ist. nBmT Kodierung kodiert Bicke von n Bits durch Bicke von m
terraren Symbolen.

Man beachte, dass die Spektrallinie bei Unipolar RZ und Dipolar O@idie Takttickgewinnung
zwar vorteilhaft ist, aber nutzlos wird, wenn lange O-Foldertragen werden. Polar RZ und Man-
chestercode haben zwar keine Spektralliniejlge'aber ein Spektrur 0 bei T% unablangig von der
Ubertragenen Bitfolge.
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6.5 Signaltickgewinnung
6.5.1 Entzerrung von Impulsen

Verzerrung von Amplitude und Phase eines Signals durcttastragungsmedium stellt ein signifi-
kantes Problem dar. Man muss daher einen langen Link immer durch Repeater untéidites-

weise macht man die Strecken zwischen Repeatern so kurz, dass sie ein B3NGB haben.

Bei einer Datenrate von 2Mbit/s hat ein bipolarer RZ-Puls eine Breitelyorec und daher eine
Bandbreite von ungéhr 2MHz. Bei detUbertragungiber ein Metallkabel wird der Puls stark ver-

zerrt, geémpft und in der Folge zeitlich gestreckt. Es kommt weiters zu einer Symbolinterferenz
der einzelnen empfangenen Symbole, wenn die Signale so langsam abklingen (RC Zeitkonstante des
Mediums) dass sie das nachfolgende Symbol beeinflussen. DieserarRén kann man durch einen
Entzerrfilter, der die invers@bertragungscharakteristik defbertragungsmediums hat, entgegenwir-

ken - wo das Mediumampft, versarkt der Filter.

6.5.2 Augendiagramm

Das Augendiagramm entsteht, wenn man auf einem Oszilloskop den Trigg€t, airfistellt und
den Schirm so ttge macht, dass mehrere Symbiereinander dargestellt werden (siehe Bild). Das
Augendiagramm ist sehr hilfreich bei der Untersuchung Mbertragungsmedien. Die vertikale Au-
gerbffnung V.. zeigt, wie empfindlich das Signal auf weiteré@ingen ist, wie leicht also ein Bit
,umfallen“ kann. An dem Zeitpunkt, wo die vertika@ffnung des Auges am gRten ist, ist der
optimale Abtastzeitpunkt. Die horizonta@ffnung gibt den Zeitbereich an, in dem eine Abtastung
moglich ist. Der vertikale Rand\V.,. gibt an, wie stark die $rungen sind, der horizontale Rand
gibt den Jitter bei der Takickgewinnung an.

Amplitude of
undistorted signal

(a) Noiseless but distorted signal; and (b) corresponding eye diagram.
6.5.3 Ubersprechen

Man spricht bei der kapazitiven Kopplung zwischen den Pulsen eines ausgehenden, noch starken Si-
gnals und eines schwachen Eingangssignals von near end crosstalk (NEXT). Far end crosstalk (FEXT)
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bezeichnet die Kopplung zwischen den Pulsen zweier ausgehender Signale. Giedstalk verant-
wortliche kapazitive Kopplung kann als Highpass-Filter modelliert werden, um Crosstalk-Effekte zu
kompensieren kann der Entzerrer aléih@re Frequenzen etwas weniger \é@nlgtn als wenn man nur

die Leitungscharakteristik in Betracht zieheiirde.

6.6 Taktrickgewinnung

Um die Abtastrate richtig einzustellen muss aus dem bereits entzerrten Signal ddickajawon-

nen werden. Das geht durch Bandpass-Filter wenn der Codg le@ Spektrum hat, das nicht O ist.

Fir Codes die befy Spektrum 0 haben (z.B.: (Uni)Polare NRZ Codes) kann durch Quadrieren oder
Gleichrichten die Signalbandbreite verdoppelt werden, so wird die Nullstell& ¢z im Spektrum
entfernt und der neug)-Anteil kann durch eine Resonanzschaltung extrahiert werdénrgd nur

Nullen Ubertragen werden und kein Takt aus dem Signal entnommen werden kann, springt die Re-
sonanzschaltung (PLL, Phase Locked Loop), die mit ihrdiifiehen Frequenz schwingt, ein. Wenn
wieder Takt iickgewonnen werden kann entsteht ein Timing-Jitter zwischen der PLL undiaém r
gewonnenen Takt, der dazihren kann, dass Symbole zu uittigen Zeiten abgetastet werden, was
(siehe Augendiagramm) die Wahrscheinlichkeit, dass ein Bitiltnértbht.

Je mehr Repeater zwischengeschalten sind, desto mehr Oszillatoren sind involviert, und das Problem
wird grof3er. In der Praxigist man es durch entsprechende Codierung (z.B. HDBn), die sicherstellt,
dass es keine langen 0- oder 1-Bibsire gibt.

Unipolar RZ data M—

| | [ |
Tuned | \ | ‘
circuit ‘
output | |
| | |
clock

‘ \
i&ﬁ»‘@—ﬁ—»‘v«-—hﬂi

Datadriven  Natural oscillation Data driven

Clock recovery oscillator operation when a string of no symbols (spaces) is received.

7 Entscheidungstheorie

Bei der Entscheidungstheorie geht es darum, optimale &mgeftrennspannungen zu finden, um sich

zu entscheiden, welches Symbol dem Signalwert zugeordnet wird. Bei weichen (soft) Entscheidungen
wird das Signal zum Entscheidungszeitpunkt auf mehrere Létdicherweise acht) quantisiert um

die Vertrauensiirdigkeit der Entscheidung mit angeben Zinken. Letztere ist von Interesse sofern

man eine Sequenz mehrerer Entscheidungen in Hinblick auf Fehlererkennung betrachtet. Bei harten
Entscheidungen gibt es nur zwei Level.

7.1 A priori, bedingte und a posteriori Wahrscheinlichkeiten

Es gibt unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten und Dichten bei der Syinbedragung:

e P(z) - apriori Wahrscheinlichkeit, dass Symholibertragen wird
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e p(v|z) - bedingte Dichte der Wahrscheinlichkeit Spannwrgu messen, wenn Symbglge-
sendet wurde

e P(z|v) - a posteriori Wahrscheinlichkeit, dass Symbofjesendet wurde, wenn Spannung
gemessen wurde

Die a priori Wahrscheinlichkeiten sind normalerweise bereits im Vorhinein bekannt. Die a posteriori
Wahrscheinlichkeitendnnen erst nach vielddbertragungen ermittelt werden. Bedingte Wahrschein-
lichkeiten werden mit kleinem geschrieberUbergangswahrscheinlichkeiten der FaRtl|0) (WK

dass 1 empfangen wird wenn 0 gesendet wird) werden oft in Einergangsmatrix zusammengefasst
(2x2 Matrix). Gilt P(1|0) = P(0|1), so spricht man von einem symmetrischen@kanal.

7.2 Das Entscheidungskriterium von Bayes

Das Ziel des Bayes'schen Kriteriums ist es, die Kosten (Fehler oder verlorene Information) zu mi-
nimieren: die Kosten wenn Symbel empfangen und alg missinterpretiert wird, werden md,
bezeichnet. Korrekter Empfang ist kostenlos. Die erwarteten bedingten Koétén), die anfallen

wenn Spannung als Null interpretiert wird, belaufen sich auf!(0|v) = CyP(1|v) (P(1]v) ist eine

a posteriori WK), und vice versa@f C(1|v).

Eine rationale Entscheidungsregel entscheidet sich nun anhand der bedingten iosite S§ym-
bol: gilt C'(1|v) < C(0|v), sind also die Kosterif das Interpretieren einer Eins geringer, so wird f
eine Eins entschieden; Umgekehrtes dilt éine Null... hier werden also die bedingten Kosten mini-
miert. Setzt maiw' (0|v) = CoP(1|v) bzw.C(1|v) = C; P(0|v) in die Ungleichung’(1]v) < C(0|v)
ein, so bekommt man das Entscheidungskriterium:

P(O|U) <1 Co

Pl ° ¢

Da die verwendeten a posteriori Wahscheinlichkeiten normalerweise nicht bekanntsstdsich
Uber das Bayes'sche Theorem
p(v|z)P(x)
p(v)
und Einsetzen/Dividieren das Kriterium folgendermafRen angeben:

P(z|v) =

p(v\O) <1 C()P(l)
p(u[1) ~° C1P(0)

=: Lth

Die linke Seite ist eine Funktion der Spannung und gibt das Wahrscheinlichkeé#fwéstan und

die rechte Seite einen Wahrscheinlichkeitsschwellviggt der bei gleicher Wahrscheinlichkeit und
gleichen Kosten den Wert 1 annimmt. Ersetzt man das Ungleichheitszeichen durch ein Gleichheitszei-
chen, so ergibt sichiuf gegebenes,;, eine Gleichung in der Variablanfiir die optimale Schwellspan-

nung. Man beachte, dass bei multimodalen Wahrscheinlichkeitsverteilungen auch mehrere Schnitt-
punkte von Wahrscheinlichkeitsdichten auftreté&miken, obige Gleichungif die optimale Schwell-
spannungu, muss also nicht eindeutigsbar sein. Esdnnte also auch eine Entscheidungsregel
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folgender Form herauskommen:

0, v<0
1, 0<wv<l1
SW=900 12v<2
1, v>2
Das Bayes’sche Entscheidungskriterium minimiert auch die mittleren Entscheidungskosten, also
den Erwartungswert der Kosten. Das sieht man, indem man die Schwellspannung so zu bestimmen
versucht, dass der Erwartungswert minimiert wird:
Der Erwartungswert berechnet sich als:

C = C1P(0)P(1rx|0rx) + CoP(1)P(Orx|17x)

wobei P(X)P(Yrx|Xrx) die WK angibt, dass ein gesendetes X versehentlich als Y interpretiert
wird.
Man versucht alse,;, so zu bestimmen, dags minimiert wird, man muss also die Gleichung

L [e’e) Vth
T = P(0) / p(v]0)dv + CoP(1) / p(o[1)du
Vth —o0
differenzieren und O setzen. Die bestimmten Integrale lassen sich leicht differenzieren (beim ersten
Integral muss man vorher die Grenzen umdrehen und bekommt daher ein Minus), man setzt die diffe-
renzierte Gleichung 0 und &it:

—C1P(0)p(vn|0) + CoP(1)p(v4p|1) =0

und nach Umformen genau wieder
p(vep]0)  CoP(1)

p(ug|1)  C1P(0)

7.3 Das Neyman-Pearson Entscheidungskriterium

Das Neyman-Pearson Kriterium basiert nur auf a posteriori Wahrscheinlichkeiten und funktioniert
besonders gut, wenfiy > 4. Es wird daher vor allem beim Radar eingesetzt, wo die Kosten von
Coy (ein Flugzeug fehlerhaft nicht erkennen) weitaud@gr sind als”; (ein Flugzeug fehlerhaft zu
erkennen). Br eine bestimmte Schwellspannung sind die Wahrscheinlichkeiten ein Ziel zu erkennen
Pp und eines FehlalarmBg 4 gegeben durch:

o0 o0

Pp = / p(v]s +n)dv bzw. Ppa = / p(vin)dv
Vep Vth

wobeis Signal undn Rauschen bezeichnet. Der Schwellwert wird so &ty dass die Falschalarme

unter einer akzeptablen Wahrscheinlichkeit liegen. Die Gataliér Entscheidungerahgt sowohl von

der Wahl vonPr 4 als auch dem Veditnis zwischen empfangener Pulsenergie und Rauschleistungs-

dichte ab:E /Ny.
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absent present

Conditional pdfs and threshold voltage for Neyman—Pearson radar signal detector.

8 Optimale Filterung fir die Ubertragung und Detektion

Es gibt zwei Filtertechniken, die bei digitaler Kommunikation von essentieller Bedeutung sind: das
Filtern bei derUbertragung um die Signalbandbreite zu minimieren und das Filtern beim Empfang
um den Signal-Rauschabstand zum Abtastzeitpunkt zu maximieren.

8.1 Pulsformung fur optimales Senden
8.1.1 Spektrale Effizienz

Die spekatrale Effizienz; ist ein Mal3 @ir die Ubertragene Informationsmenge pro Bandbreite und

definiert als
 RsH

Ns :
B
wobei R, die Symbolrate und? die Entropie (mittlerer Informationsgehalt pro BH, = logs(M)
fur M statistisch unaldngige, gleichwahrscheinliche Symbole) ist. Ziel isttgszu maximieren.

(bits/s/H z)

8.1.2 Intersymbolinterferenz (ISI)

Signalisierung mit Rechteckimpulsen hat theoretisch unendliche Bandbreite, prakiseniRecht-
eckpulse auckiber Karale mit begrenzter Bandbreitdbertragen werden, wenn ein gewisses Mal3 an
Verzerrung in Kauf genommen wird. Ist die Verzerrung allerdings zu starkpsdappen sich die
Pulse im Zeitbereich und die Spannung zum Abtastzeitpunkt kann nicht nur voimgewen, son-
dern zuétzlich von einem oder mehreren vorigen Pulsenilfean. Das Verschmieren eines Pulses
in einen anderen wird als Intersymbolinterferenz bezeichnet.

Die Performance digitaler Kommunikation wird dabei allerdings nur von der ISI zum Abtast- bzw.
Entscheidungszeitpunkt beeiathtigt. AulRerhalb des Entscheidungszeitpunktes ist die ISl irrelevant.
Dass man sich Gedanken machen muss, wie man ein rechteckiges SignalUbedeagung filtert,
zeigt folgendes Beispiel:

Filtert man ein rechteckiges NRZ-Signal mit Breifg, welches eine Bandbreite/@ Regel!) von
B = T% Hz hat, mit einem (idealen) Low-Pass-Filter mit Bandbréiteso berechnet sich das Spek-
trum des gefilterten Signals, indem man das Spektrum des Rechtecks-6rm) mit dem Rechteck-
spektrum des Filters multipliziert (siehe Plot vbk,(f) im Bild). Rucktransformation ergibt, dass
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zum Abtastzeitpunki} des rachsten Zeichens der Beitrag dieses Zeichens nicht 0 ist, s e
Zeichen also noch beeinflusst wird (Plot vas,(t) im Bild). Wir haben also hier ISI.

=Voult) =Voulf)

N
-T,

1 Il
- 0
AR

ol
ol

L
1 2
/ T, T,

|
Decision instants
¢) ®

2 NRZ rectangular pulse distortion due to rectangular frequency response filtering.

Wir definieren also ein ISI-freies Signal als ein solches, das zu allen Abtastzeitpunkten bis auf
einen Zeitpunkt,, einen Nulldurchgang hat, dann kann das n-te Zeichen zum Zeitpyakigetastet
werden und girt an den anderen Abtastzeitpunkten; # n nicht. Mathematisch kann man das so
formulieren:

[e.e]
v(t) Y 8t —nTp) = v(0)s(t)
n=—oo
wobei hier 0 als Abtastzeitpunkt géhit wurde. Man beachte, dass wir hier eine Funktionalgleichung
haben,v(t) muss also wirklich zu allen Zeitpunkteuily mit » # 0 Null sein, die Summanden
konnen sich nicht gegenseitig aufheben. Diese Bedingung stellt sicher, dass das @igmalallen
Abtastzeitpunkten bis auf den Zeitpurtk& 0 Null ist.

Ein gutes Beispielir eine Funktion die diese Bedingungidlf ist der sinc-Puls, der allerdings
praktisch nicht realisierbar st und auBerdem zu langsam abklingt. Um ein schnelleres Abklingen
Zu erreichen, rasste man den sinc-Puls mit einer schnell abklingenden, monotonen Funktion multi-
plizieren. Rihrt man das anhand eines Beispiels durch und verwendet eine gerade Fuinkton f
monotone Funktion, so erkennt man, dass das Spektrum des multiplizierten Signals ungerade symme-
trischumf, = ﬁ ist (siehe Bild). Ungerade Symmetrie ist hier im grafischen Sinne zu interpretieren
und nicht im streng mathematischen Sinne.

ILITE |

VoV
@ N FT © fyer
. /&\ : o -
[ 1] yARN
3 % f EYE VYA f 0 X

T2
Excess bandwidth, Af —| [+
(d) (e) ®

3.5 Suppression of sinc pulse sidelobes and its effect on pulse spectrum.

da rechteckige Tiefpass-Filter nicht realisierbar sind
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Dass diese Bedingung notwendig ist zeigt die folgende Rechnung: Wir transformieren die vorher
formulierte notwendige Bedingung

(t) Y 6(t—nTp) = v(0)5(t)

in den Frequenzbereich, mit den Korrespondenzen
(t—-T) < e 127 fT

Y S(t—kT) & fi Y O(f—nfs)

k=—o0 n=-—oo

sowie dem Faltungstheorem und der Linedrder Fouriertransformation(0) ist eine Konstante,
5(t) & € = 1) bekommen wir so

E:éf——f=(®

n=—oo

Da die Deltafunktion bei der Faltungsopertion eine replizierende Eigenschaft hat, bekommen wir
1 n
= > VIf—7)=0(0)

Das im Abstandy replizierte Spektrum hat also konstante Summe. Daraus foIgt,Ldass%Tio =
ﬁ ungerade symmetrisch ist.

Daraus ergibt sich: Ein ISI-freies Signal hat ein % Hz ungerade symmetrisches Spannungs-
spektrum.

Da zwischen der Fouriertransformierten und der Zeitfunktion eine 1:1 Korrespondenz besteht, ist
diese Bedingung auch hinreichend.

w(rez) we  wieg) o wleg)

O

Constant sum property of replicated ISI-free signal spectra.

8.1.3 Das Nyquist'sche Symmetrietheorem

Das Nyquist'sche Symmetrietheorem definiert eine Symmetriebedingurg(digerfullen muss um
eine ISI-freie Impulsantwort zu geben:
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Wird die Amplitudenantwort eines rechteckigen Tiefpassfilters mit linearer Phase und
Bandbreitef, durch Addition mit einer reellwertigen Funktion mit ungerader Symme-
trie um die Trennfrequenz des Filters modifiziert, dann besitzt die sich daraus ergeben-
de Impulsantwort zumindest die in der originalen $iyg¢)-Impulsantwort enthaltenen
Nulldurchgange und ist damit ISI-frei.

Das Theorem muss nicht weiter bégdet werden, da es direkt aus den Spektraleigenschaften eines
ISI-freien Signals folgt. Ein Filter, der aus dem Nyquist-Symmetrietheorem hervorgeht, heif3t Nyquist-
Filter.

Zero crossings preserved

Figure 8.8 Ilustration of Nyquist’s vestigial symmetry theorem.

8.1.4 Raised-Cosine Filter

Die raised-cosine Filter bilden eine Untermenge der Nyquist-Filter. Die ungerade Symmetrie wird
durch eine halbe Cosinusschwingung - den abschwingenden Teil von der Spitze bis zum Nulldurch-
gang - erreicht. Das Amplitudenspektrum hat folgende Form (siehe Abbildung):

L0, 1< (he= A
HN = 3{1+sim[3(1- ) &} e-an <Ifi<(f+ar
0, £1= (Fe+Af)

Dabei bezeichnety die Trennfrequenz des zugrundeliegenden rechteckigen Tiefpassfiteeshalt

sich zur Symbolperiod&; wie f, = 1/(27p). Af bezeichnet die absolute bzw Exzess-Bandbreite
des Filtersiber f, hinaus. Die normalisierte Exzess-Bandbreite ist durch 2 7 gegeben und wird
roll-off Faktor genannt, er kann zwischen O und 1 liegen. Der Einfluss des roll-off Faktors ist ebenfalls
aus dem Bild ersichtlich, je gRer er ist desto schneller klingt die Impulsantwort im Zeitbereich ab,
und desto gil3er ist auch die Bandbreite des Filters.

4 N,
s \
il ‘*/.J >
-2f, ¥ 0 % A9 f

(a) Frequency response (b) Impulse response

pre 8.10 Responses of raised cosine filters with three different roll-off factors.
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Raised-Cosine Filter haben lineare Phase. Wie man ebenfalls in der Abbildung sehen kann hat
die Impulsantwort einginc Form, diese geht jedoch nicht wig't gegen 0 fir ¢t — oo wie bei der
normalens:nc Funktion, sondern wie/t3.

Die absolute Bandbreite (also 0, niali2) des Filters berechnet sich folgendermaRen:

1
B=—I(1
2TO( + )

Ein Filter mitor = 1 heiRt Full Raised Cosine FilteriiFihn ertilt man dieUbertragungsfunktion:

wf
e | oD <2,
) { 0. Ifl>27

8.1.5 Duobirare Zeichengebung

Duobirare Zeichengebung verwendet statt des schwierig zu konstruierenden rechteckigen Tiefpasses
einen Cosinus-Tiefpass, der ebenfalls eine Trennfrequeriz/ P&} hat. Der abgestuftere roll-off des
Cosinusfilters verglichen mit dem rechteckigen Tiefpass hat @ingere Impulsantwort und damit
hohere ISI zur Folge. Die ISI tritt allerdings nur zwischen benachbarten Symbolen auf und ist von
vorhersagbarem Ausmal.

8.2 Pulsfilterung fur optimales Empfangen

Bei der centre point detection Methode wird aufgrund eines Abtastwertes eine Entschéidairy f
Symbol getroffen. Betrachtet man mehrere Abtastwerte innerhalb der Symboldauer, so kann man zu-
verlassigere Entscheidungen treffen, als mit nur einem Abtastwert wie bei der Centre Point Detection.
Man konnte dien Abtastwerte getrennt betrachten und eine Mehrheitsentscheidungiglreh{ma-

jority voting), oder aber es werden dieAbtastwerte summiert und mit demifachen des Schwell-
wertes verglichen. Bildet man dabei den Grenzwert oo, so wird aus der Summe der Abtastwerte
(inklusive Rauschen) eine Integration des Signals (inklusive Raustihenylie Symboldauer. Dieses
Verfahren wird integrate and dump (I+D) detection genannt. Integrier-Schaltungen mit nachfolgen-
dem Vergleich sind leicht in Hardware zu implementieren (Kondensator und Komparator). 1+D ist
ein Sonderfall eines generellen Entscheidungsprozesses, der auf jede Signalform angewandt werden
kann, ramlich Matched Filtering.

8.2.1 Matched Filtering

Ein Filter, der dem Entscheidungsschaltkreis eines Bmgdrs direkt vorgeschalten ist, wifthat-
ched" (also ansprechend auf, oder passend zu) einem bestimmten Symbolpuls genannt, wenn er den
Signalrauschabstand zum Abtastzeitpunkt maximiert, sofern der Puls dieses bestimmten Symbols, auf
das er,matched”, am Filtereingang anliegt.

Betrachtet man das Energiedichtespektrum eines Pulses verglichen mit dem Leistungsdichtespek-
trum weil3en Rauschens (eine konstante Linie), so sieht man, dass manche Friaodendes Pulses
einen hohen und manche einen niedrigen Signalrauschabstand haben. Die Fi&@uemnzit hohem
SNR sollten einendheren Einfluss im Entscheidungsprozess haben, als diese mit niedrigem SNR.
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: 8.28 Relationship between energy spectral densities of signal pulse and white noise to
illustrate matched filtering amplitude criterion.

Dieser Umstandithrt auf das Bilden einer gewichteten Summe der einzelnen Frequenzband
Rausch- und Signalenergien, wobei die Gewichte direkt proportional zum SNR des jeweiligen Fre-
guenzbandes sind. Da das Leistungsdichtespektrum des Rauschens konstant ist, ist SNR proportional
zu |V (f)|?. Da weiters die Leistung bzw. Energie, die von einem Filter weitergegeben wird propor-
tional zu| H(f)|? ist, muss das Quadrat der Amplitudenantwort eines Matched Filter formgleich zum
Energiedichtespektrum des Pulses sein, auf den er abgestimmt ist, also:

[H (PP =)k V()P

fur eine Konstante k.

Bleibt noch die Frage nach der Phasenantwort des Matched Filter. Zuerst zerlegt man eine peri-
odische Version der Pulsfolge in seine einzelnen Cosinusschwingungen. Damit die Sigaalsm
Entscheidungszeitpunkt maximal istissen alle einzelnen Schwingungen zum Entscheidungszeit-
punkt ihren Spitzenwert erreichen, Phasenverschiebiarg wier nicht ilnschenswert da sie den
Zeitpunkt frequenzal@ingig verschiebt. Dies wird dadurch erreicht, dass die Phasenantwort des Mat-
ched Filter genau dem invertierten Phasenspektrum des Pulses entspricht. Der gefilterte Puls hat dann
ein Nullphasenspektrum. In der Praxis muss noch eine lineare Phasenverschiebemiglingalso
eine Gerade im Phasenspektrum), die einer Zeitverschieburif, wmtspricht, hinzugéigt werden,
damit die einzelnen Cosinuskomponenten genau zum Zeitpgnkire konstruktive Interferenz bil-
den. Gesamt bekommen wir aldor die Phasenantwort des Filters:

¢(f) = =du(f) = 2nTof  (rad)

SchlieRlich ergibt sichifr die Ubertragungsfunktion des Matched Filter:
H(f) = KV (e

wobei die Konjugatiorx fur das Nullphasenspektrum sorgt.
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Um die Impulsantwort zu erhalten, muss lediglich die Frequenzantwort invers Fourier transfor-
miert werden. Dabei ergibt sich:
h(t) = kv*(To —t)

D.h. die Impulsantwort eines Matched Filter ist die zeitumgekehrte Version des erwarteten Pulses
(also des Pulsesiif den er designed wurde), die atdich um die Pulsdauer veigert ist (das muss

sie auch, sonst &re der Filter nicht kausal wenn er das Ende des Pulses schon ausgeben kann bevor
er am Eingang einen Impuls bekommen hat).

Das Ausgangssignals des Filters ergibt sich durch Faltung der Impulsantwort mit dem Eingangssi-
gnal. Die Faltung besteht bekannterweise aus dem Umkehren einer Funktion und der Zeitverschiebung
des Resultats multipliziert mit der anderen Funktion, und die Faltung ist kommutativ. Da die Impul-
santwort bereits eine umgekehrte Kopie des erwarteten Eingangssignals ist, und die Faltung noch eine
Umkehrung erfordert ist das Ausgangssignal durch das Intégealdas Produkt des Eingangssignals
mit der umgekehrten Impulsantwort gegeben. In dem Fall, dass das Eingangssignal der erwartete Puls
ist, multipliziert man unter dem Integral also das Eingangssignal (oder in diesem Fall gleichbedeutend
die Impulsantwort) mit sich selbst. Das Ausgangssignaliistifis erwartete Signal also die Autokor-
relation des Eingangssignals (oder gleichbedeutend die Autokorrelation der Impulsantwort):

Vout(t) = Vout(To — 7) = k Ry, v,, (T) = k Rpp(T) mitt : =Ty —t
Das Ausgangssignals eines Matched Filters ist also, wenn er mit dem erwarteteriiRigs, ér de-

signed wurde, angeregt wird, bis auf eine multiplikative Konstante und eine Z&igemdgl, die
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Autokorrelation des (erwarteten) Eingangssignals.

Man beachte auch, dass in obiger Formgk(To) = kR, v, (To — To) = kR0, (0) ist, und
die Autokorrelation hat bekanntlich an 0 seine Maximumstelle.

Verwendet man kein OOK oder mehrere Signallevel oder Pulsformen, so kanriinjadd vorkom-
mende Pulsform einen eigenen Matched Filter verwenden und sich dladas Symbol entscheiden,
dessen Matched Filter dedthsten Wert lieferte.

8.2.2 SNR zum Entscheidungszeitpunkt

Das SNR zum Entscheidungszeitpunkt wird higrKorrelatoren hergeleitet. Man beachte bei voriger
Herleitung dass ein Matched Filter (mit Konstagte= 1) zum Zeitpunktl (bzw. allgemeiner zum
ZeitpunktkTp) die Kreuzkorrelation zwischen Eingangssigngl und erwartetem Puls.,, berech-
net, alsoR,, ..., €in Matched Filter ist also, zumindesirfdie Zeitpunkte: Ty, ein Multiplikator mit
vezp(t) und danach ein Integrator, also:

To
f(kETy) = /(kl)T Vin (1) Vegp(t)dt

Sei von nun am(t) := vegp(t).
Flr v, (t) = vexp(t) gibt der Filter alsofOT0 vfndt zurlick, also die SymbolenergiBg, das Betrags-
quadrat liefert die Symbolleistung:

f(KTy) = Es = |f(kTo)* = E%
Wir berechnen nun (das brauchen wiésgr) die Autokorrelationsfunktion von Rauschen), also
Ron(7) = (n(t),n(t + 1))

WeilRes GauRBsches Rauschen hat ein konstantes zweiseitiges Spektrudheé¥,2, nach dem
Wiener-Kintchine Theoremdanen wir daheR?,,,,(7) durch inverse Fouriertransformation vof /2
berechnen, also:

Ry (1) = %5(7’)

Nun wird das Rauschen aber noch dus¢t) multiplikativ versérkt, um daher seine Leistung berech-
nen zu knnen wollen wir die Autokorrelationsfunktion va®,, (1) mit z(t) := v(t)n(t) berechnen,
um danach wieder das Wiener-Kintchine Theorem anwendedraodn, dann in die andere Richtung.
Wir berechnen:

Ry (1) = (n(t)v(t),n(t + )v(t + 7)) = (n(t),n(t + 7)) {v(t),v(t + 7)) = %5(7’)]&”}(7)

Dabei gilt das mittlere Gleichheitszeichen deshalbidahabl@ngige Zufallsvariablen gilE (XY') =
E(X)E(Y), das hsst sich (durch einen konstanten Faktér) unmittelbar aufffx(t)y(t)dt =
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f: x(t)dt - f;’ y(t)dt verallgemeinern, wenn(t) undy(t) unabt&ngig sind. In unserem Fall sindt)
undn(t) natirlich statistisch unakimgig. Daj(7) = 0 furt # 0 gilt weiters:

Rua(r) = 206(7) R (0)

R,,(0) ist der mean square Wert veiit), also:

To
Rac:c(T) = ]\2706(7—);10/0 U2(t)dt - ]\2[06(7—)% [V2}

Uber das Wiener-Kintchie Theorem éthman das Leistungsdichtespektrum ven):

Ny Eg

Gulf) = 57 V2/H

Wir haben nun also das Leistungsdichtespektrum déssighals unter dem Integral berechnet. Um
das Leichtungsdichtespektrum de®rSignals nach dem Integrieren zu bestimmen, berechnen wir
zurichst dieUbertragungsfunktion des Integrals. Die Impulsantwort jedenfalls ist ein Rechteck der
Breite 7y und Hohe 1 mit Mittelpunkt O, alsq | %3/2) Die Fouriertransformierte gibt uns die
Ubertragungsfunktion

H(f) = TosindTp f)e~7<T0/2

Jetzt setzen wir zusammen was wir haben und bekommen das Leichtungsdichtespékfrudes
Rauschens mit

N .
N(f) = Gz(NH ()P = 5 EsTosin€ (To f)
Die gesamte Rauschleistung bekommen wir daher mit

N = %ESTO / siné(Tyf)df = %Es V2]

—00
(Das Integralibersinc? ist 1/T,, das folgt aus dem sogenannigalue at origin theorem* der Fou-
riertransformation und der Fourierkorrespondenz zwisefiee? und einem Dreieck). Nun berechnet

man leicht:
S E¥  2Eg

N B %Es B NO
Der Signalrauschabstandtgt also nur von der Pulsenergie und dem Rauschleistungsdichtespektrum,
nicht jedoch der Pulsform ab, wir haben hier keine Abbigkeit vonu(t) = veap(t) mehr.

8.2.3 Matched Filter Detektion vs. Korrelationsdetektion

Korrelations- und Matched Filter Detektoren geben zwar bei gleichem Eingangssignal identische

Rausch- und Signalspannungen zum Abtastzeitpunkt ab, und haben zum Abtastzeitpunkt auch die
selben Werte, erzeugen jedoch nicht notwendigerweise die gleiche Ausgangspulsform. Die beiden
Ausgangssignale sind:



fur den Korrelator und .
ft) = / vt vt + Ty — t)dt
0

fur den Matched Filter, bei den die erwartete Funktiber das Eingangssignal gleitet. Nurf = T;

haben wir notwendig Gleichheit in obigen Formeln. Nachfolgendes Bild zeigt die unterschiedlichen
Ausgangssignaleif Korrelator und Matched Filter, man sieht unmittelbar, dass der Matched Filter
hier wesentlich aréiliger auf Timerjitter, also leichte Fehler beim Abtastzeitpufygtist.

217,
>
Matched
filter 0
T,
-~

o i /l——
Dum

np

8.3 Root Raised Cosine Filterung

Bisher haben wir senderseitig einen Nyquistfilter als ideékung gefunden (1SI-frei) und enépfger-

seitig den Matched Filter. Man beachte jedoch, dass die Nyquist-Frequenzantwort nicht nur sender-
seitig, sondernifr den Puls bis zum Emahger vor der Abtastung spezifiziert wurde, man kann also
nicht den Nyquistfilter einfach nur senderseitig und den Matched Filterdmrgpfseitig implemen-
tieren. Rir die Ubertragungsfunktion des Nyquistfilters gilt, wenn man den Einfluss des Kanals als
vernachéssigbar voraussetzt] v (f) = Hp(f)Hg(f) (T fur Transmitter, Riir Receiver). Die Fre-
guenzantwort kann also beliebig zwischen Sender und &ngigr aufgeteilt werden. Kann man die
Aufteilung so vornehmen, das$;.(f) = Hg(f), so ware auch die Bedingungif den Matched Fil-

ter erfillt'?, und man Bnnte sowohl das Nyquist als auch das Matched Filter Kriterium gleichzeitig
erfullen. Diesem Umstand wird der Root Raised Cosine Filter gerecht, man teilt also den Full Raised
Cosine Filter in 2 Teile auf (darum die Wurzel):

wobei f, = 1/(21}). Die Bandbreite des Root Raised Cosine Filterdsist 1/Ty (Hz).

9 Informationstheorie, Quellkodierung und Verschlisselung

Die Informationstheorie besaftigt sich mit der Regsentation von Information durch Symbole und
ermiglicht die Messung der Effizienz von Kommunikationssystemen. Folgende Termini werden be-
nutzt:

2Hier geht man von Impulsen als Pulse aus, nur so ist das Spektrum der arargepankommenden Pulsform gleich
dem des Sendefilters
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e Symbol: ein Zeichen des Quellalphabets
e Baud: Symbdlbertragungsrate (Symbole/sec)

e Bit: Informationsmenge eines Symbols mit Wahrscheinlichkeit 0.5

9.1 Information und Entropie

Der Informationsgehalt steht im Bezug zur Wahrscheinlichkeit: desto wahrscheinlicher es ist, dass
eine gewisse Nachriclitbertragen wird, desto niedriger ist deren Informationsgehalt. Der Informa-
tionsgehalt sollte also mit steigender Nachrichtenwahrscheinliclikeit) abnehmen undif eine
Wahrscheinlichkeit vor?(m) = 1 Null betragen. Weiters sollte der Informationsgehalt zweier Nach-
richten die Summe des Informationsgehaltes der einzelnen Nachrichten sein. Da die Wahrscheinlich-
keit der gesamten Nachricht gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Nachrichten
ist, muss also der Informationsgehalt summiert werden, wenn die Wahrscheinlichkeiten multipliziert
werden. Diese Anforderung éitit der Logarithmus und der Informationsgehalt einer Nachricht

m ist folgendermafen definiert:

1
I, =log Pam) = —log P(m)

9.2 Entropie einer bindren Quelle

Entropie ist die mittlere Information, die ein Symbolalphabet beinhaltet, also der Erwartungswert des
Informationsgehaltes eines Alphabetesr Ein Alphabet der Gif3e 2 und unter der Annahme, dass
alle Symbole statistisch unadihgig sind, gilt:

2
H=Y" P(m)log, P(lm) [Bit/Symbol

m=1

Die Entropie erreicht ihr Maximum wenn die Symbole gleichwahrscheinlich sind (siehe Abb. 2). Hat
irgendeine Nachricht eine Wahrscheinlichkeit von Eins, so ist die Entropie Null - die entsprechende
Nachricht wird fortvahrend gesendet.

H

0] ———

Y

Abbildung 2: Entropie einer baren Quelle
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9.3 Informationsverlust durch Rauschen

Bei einem verrauschtedbertragungskanal besteht erapferseitig immer eine gewissen Ungewis-
sheit, welches Symbol gesendet wurde. Diese Ungewiss$issitsich durch die bedingte Wahrschein-
lichkeit von P(irx|jrx) ausdiicken. Die tatachliche Entropie. sy beim Empénger ist um diese
Ungewissheit (EY kleiner, es gilt:

Hy=H—-FE

mit .
FE = P(i j logy(———— bit /symbol
; ; ( TX|]RX) gQ(P(ZTXbRX)) ( / Yy )

E beschreibt hier sozusagen die mittlere Information, also die Entropie, #arvechslungen®.
Man beachte, dass Hif einen Fehlerfreien Kanal 0 ist, da daftirx|jrx) = 0 furi # j und
P(irx|jrx) = 1 furi = j ist, also entweder der erste Faktor oder der Logarithmus ist stets 0. Je
groRerP(irx|jrx) furi = j, desto kleiner wird der Ausdruck.
Die Ungewissheit E kann auch als unechte oder negative Information angesehen werden.

9.4 Quellkodierung

In der Nachrichtentechnik wird das Kodieren von Nachrichten aus einer Quelle durch einen Sender
als Quellkodierung bezeichnet. Quellkodierung beeinflusst die Quellentropie nicht; die Entropie ist
also eine fundamentale Eigenschaft der Quelle selbst. Quellkodierung beeinflusst allerdings die Sym-
bolentropie und kann auch Fluktuationen in der Informationsrate reduzieren.

9.4.1 Codeeffizienz

Wird ein Symbolsatz durch Kodierung auf einen anderen Symbolsgsrsetzt, s@ndert sich die
Entropie, die Entropie des kodierten Symbolsatzes seilintiezeichnet. Die Codeeffizienz wird
durch den Quotient von tashlicher und maximaler Entropie definiert:

H
Tlcode = % x 100%

Die grof3tmbgliche Entropie einer Quell# ... wird erreicht, wenn alle Symbole gleichwahrschein-
lich sind. Sind alled Symbole gleichwahrscheinlich, so kann np,.,. berechnen mit:

Hmaz = l092<M)

Werden Quellsymbole in eibinaresAlphabetiibersetzt, so haben dig einzelnen Codeirter eine
Langel,,, und eine mittlere Codewo#thgel ist folgendermal3en definiert:

M
L= P(m)n
m=1

Bei der Codeeffizienz kann dann stéft,,, die mittlere Codeworinge L eingesetzt werden. Das
mag zurchst verwirrend sein, man beachte jedoch, dass sicli mdarmalerweise auch Endert,
anderes Quellalphabet anderes Zielalphabet.

13E fiir equivocation (=Mehrdeutigkeit)
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9.4.2 Dekodieren von Codewirtern variabler L ange

Ein effizienter Code re@isentiert Information mit iglichst wenigen Ziffern. Dies hat eine variable
Codeworthnge zur Folge. Zwei Eigenschaften sind von essentieller Bedeutung, sollen solche Co-
dewdrter variabler lange dekodiert werden:

e Eindeutiges Dekodieren: Ein Code, bei dem ein A durch 0 und ein B durch O@seayiiert
wird, lasst sich die Folge 0000 nicht eindeutig dekodieren -Gemite sich um ABA, AAAA,
BB oderahnliches handeln.

e Sofortiges Dekodieren: Um sofortiges Dekodieren zudgginchen, darf kein vollstndiges Co-
dewort Pafix eines gbReren Codewortes sein. Bsp.+Al, B — 10 kann nicht sofort dekodiert
werden, da nach Empfang von 1 noch gewartet werden muss, ob nachher eine 0 kommt... das
kann problematisch sein... wie lange wartet man?

9.4.3 Huffman-Kodierung

Der Huffman-Code ist ein optimaler Code (hinsichtlich der Codeeffizienz), erdfikgfrei und daher
sofort dekodierbar, und riatich eindeutig.

Er lauft in 2 Schritten ab:

e Reduktion: In jedem Schritt wird zuerst nach WK sortiert und danach jeweils die beiden un-
wahrscheinlichsten Knoten zu einem zusammengefasst... so lange bis es nur noch 2 Knoten
gibt.

e Splitting: Jetzt wird in der umgekehrten Reihenfolge eirébém Baum erstellt, alle linken Kan-
ten bekommen dann z.B. eine 0, alle rechten eine 1. Will man den Code eines Zeichens wissen,
so muss man die bmen Symbole auf allen Kanten am Weg von der Wurzel bis zum Symbol
zZusammensetzen.

Ublicherweise iihrt man beide Schritte in einem aus uiidtfzwischendurch Pseudoknoten ein (siehe
Bild). Da der Code gifixfrei ist konnen nur die Bitter des Baumes Symbole sein.
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9.5 Beispiele @ir Quellkodierung

Morsecode Der amoftesten auftretende Buchstabe, das)Ehat das krzeste Codewort, das Y ein
4-bittiges . — ).

Fax Beim Group 3 Fax Standard wir das Dokument jeweils zeilenweise abgetastet. Es werden die
Langen von schwarzen bzw. weil3en Linien kodiert (Run Length), also sowas wie 10 Pixel
weil3, 3 Pixel Schwarz, 14 Pixel weil3 usw. Man fertigte Statistiken von Dokumenteiblilie
cherweise gefaxt werden, an und kodierte die Run Lengths mit dem Huffman-Code um so
haufigen Run-Lengthes kleine Codrbjen zuordnen zuwiknen.

Vocoder Vocoder benutzen Modelle des physischen Mechanismus der Spracherzeugung, amaverst
liche Sprachsignale kleiner Bitrate zu erzeugen. Grundlegend ist die Beobachtung, dass es 4 for-
mierende Signalformen (engl. Formants) gibt, aus denen Sprache aufgebaut wird. Die Sprache
wird nun (mit Korrelatoren) auf diese Formants untersucht, und danach wird nur noch Dauer
und Amplitude der FormantsbertragenUblicherweise wird das Eingangssignal in Frames von
20 ms aufgeteilt. Beim Empahger werden Pulsgeneratoren verwendet, um dasiungiche
Signal wiederherzustellen.

Subbandkodierung Bei der Subbandkodierung wird déabertragene Signal in zwei oder mehrere
Subfrequenzinder unterteilt. Da die unterschiedlichen Frequénder Signale unterschiedli-
cher Energie enthalten kann die Genauigkeit (Anzahl der Bits) der einzelnen Quantisierer im
Encoder @rr niedrigenergetisched@der reduziert werden. Diese Technik kann auich/fdeo-
signale verwendet werden.
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Audiokodierung Effiziente Audiokodierung nutzt die Frequenzcharakteristik des menschlichen Ohrs
aus: Signale mit hohem Level maskieren (im Frequenzbereich) benachbarte Signale mit nied-
rigem Level. Hbhere Frequenzen sind vom Ohr sowieso nur bei vigdenen Signal&rken
horbar, das Ohr hat also eine frequenzafdige Empfindlichkeit, der sogenannte sound pres-
sure level treshold ist frequenzabigig. Auch das macht man sich @dich zu Nutze, hohe
Tone, die zu leise sind, issen nichtibertragen werden.

Stringkodierung Stringkodierung ist besonders effizient um zeichenbasierte Daten zu kodieren: oft
vorkommende Zeichenketten werden durdindere Codewrter repésentiert. Manchmal macht
man sich die Redundanz auch so zu Nutze, dass man, wenn ein String wiederholt auftritt, bei
Wiederholungen nur noch die Position des ersten Auftrdibagtragt und nicht mehr den String
selbst. Der zeitliche Aufwand ist jedoch hoch, da die oft auftretenden Zeichenketten erst her-
ausgefunden werdenimesen.

10 Kanalkodierung (engl. error coding oder channel coding)

Fundamentale Ressourcen bei digitaler Kommunikation sind Signiedst-zeit und -bandbreite, die
gegeneinander eingetauscht werdénmren. Ziel ist ediblicherweise, bei einer maximalen Daten-
transferrate und einer minimalen Bandbreite noch eine akzeptable#ddalit/bertragung zu geihr-
leisten. Error control coding (Kanalkodierung) dient dazu, Fehler irdbertragung der Symbole zu
entdecken und eventuell auch zu korrigieren.

Es gibt zwei Messg@i3en fir die Fehlerperformance: die Bitfehlerrate (BER, bit error rate) und die
bekannte Wahrscheinlichkeit eines Bitfehlés Die Bitfehlerrate ist die mittlere Rate zu der Fehler
auftreten und durch das Produkt vBpR, gegeben, wobeR, die Bitlibertragungsrate des Kanals ist.

10.1 Kanalkodierungs-Konzepte
Ist die Fehlerrate eines Systems zu hoch, so gibt es mehrggédiikeiten, sie zu verbessern:

Senderstirke Das Erldhen der Sendeitke ist ein einfaches Konzept, aber uingtig im Fall be-
grenzter Energieressourcen (z.B. Batteriebetrieb).

Diversitat Es gibt drei Arten von Diversiit: Raumdiversiit, Frequenzdiversit und Zeitdiversit.
Bei allen drei Konzepten wird Redundanz umgesetzt: Raumdigefstutzt zwei Antennen;
Frequenzdiversiit sendet ein Signal auf zwei unterschiedlichen Frequenzen; bei Zeitditversit
wird eine Nachrichbfters hintereinander gesendet.

Full Duplex Sobald ein Sender Daten an den Eérgferibertiagt, sendet letzterer sie sofort auf
einem seperaten Kanal Zlok. Sieht der Sender, dass eine Nachricht fehler_haft war, so sendet
er sie erneut. Diese Technik ligigt die doppelte Bandbreite einer Half Duplebertragung.

ARQ Wird bei automatic repeat request ein Fehler inldieertragung erkannt, so fordert der Eapfjer
Uber einen Feedback-Kanal den fehlerhaften Datenblock erneut an. Man beachte dass bei lang-
samen Links wie Satellitéertragung ARQ oft keine Option ist, hier ligigt man FECC:
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FECC Bei forward error correction coding wird mittels eines data check Bits unter den Informati-
onsbits Redundanz implementiert. Ein Nachteil ist diedtigiee Zeit um die Nachrichten zu-
sammenzusetzen und erapferseitig zu firfen. Die Hardwarekomplexit ist heutzutage dank
VLSI-Technologien kein nennenswertes Problem mehr.

10.1.1 ARQ-Techniken

Es gibt prinzipiell zwei ARQ-Techniken, wobei beiden gemein ist, dass, sofern der Sender keine (we-
der positive noch negative)lRkmeldung erhalten hat, ein Datenblocktgstens nach dem Ablaufen
eines Time-Outs erneibertragen wird.

e Beistop and waiARQ wird jeder Datenblock vom Emghger als positiv oder negativ basgt,
bevor ein neuer Datenblodlbertragen wird

e BeicontinuousARQ werden, ohne die emifigerseitige Beatigung abzuwarten, Dateriioke
gesendet. Dabei wird wiederum zwischen zwei Varianten unterschieden:

— Bei dergo-back# Version hat jeder Datenblock eine Sequenznummietdedes Quit-
tungssignal entlit die Sequenznummer eines Datenblocks unditigstdamit den Emp-
fang aller Datenlilcke bisN — 1. Bei Time-Out oder einer negativen Quittierung werden
alle Datenbibcke ab dem fehlerhaften ernéldertragen.

— Bei derselective repeaVYersion werden nur die Dateridake mit negativer Quittierung
bzw. Time-Out erneutbertragen. Hier fiissen die ankommenden Pakete eventuell umge-
ordnet werden, das ist bei go-back-N nicbtig.

10.1.2 Der Schwelleneffekt in der Bitfehlerwahrscheinlichkeit

Betrachtet man nachfolgende Abbildung, wo SNR (x-Achse) gdgenlso Bitfehlerrate (y-Achse)
aufgetragen ist, s@fit auf, dass das FECC-kodierte Signal bei ca. 6dB quasi keine Fehler mehr macht.
Allerdings ist die FECC-kodierte Versioiif schlechtes SNR, also viel Noise, sogar schlechter als
die unkodierte Version. Grund dafist, dass in einem Bereich geringen Signal-Rauschabstandes der
Dekodierer durch den Versuch Fehler zu korrigieren, die Fehleranzahl cirka verdoppelt. Unter 4dB
SNR ist es also sogar besser, auf FECC zu verzichten.
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10.2 diteparameter fir Codes
Es gibt zwei Giteparameteriir Codes:

e Die Hammingdistangibt an, um wie viele Bits sich zwei Codénter unterscheiden, d.h. wie
leicht es ist ein Codewort falsch als ein anderes zu interpretieren.

e DasGewichteines Codewortes gibt an, wie viele Einsen das Codeworaknth

10.3 Block Codes

Ein Blockkodierer nimmt eirk-stelliges Informationscodewort und macht darausrestelliges ko-
diertes Codewort. Das-stellige Codewort besteht daher ausnformationsbits undn — k) red-
undanter Paritts-Bits. Das Verfitnis vonk zu n ist die RateoderEffizienzdes Codes? = £ und
bewegt sich normalerweise zwischen 0,5 und 1.

Es gibt zwei Arten von Blockcodes:

e Bei systematischef@odes werden, wie soeben beschrieben, die Informationsbits explizit zu-
sammen mit den Paétsbitstibertragen. Geafd der strengen Definitionimsen die Informati-
onsbits und die Padtsbits jeweils als konsistenter Blo@ikertragen werden, bei der lockeren
Definition missen die Informationsbits lediglich im Codewort enthalten sein.

e Beinicht systematischen Codes darf dastellige Codewort keine der Informationsbits explizit
enthalten.

Ein Beispiel ist der single parity check code. Dem Codewort wird ein &abiit P angelangt:
enthalt das Codewort eine ungerade Anzahl an Einsen, sB ist 0, bei einer geraden Anzahl an
EinsenistP = 1. Die Effizienz bet'agtg und zeigt so von geringer Redundanz. Einfache &aiiber-
prufung kann nur eine ungerade Anzahl an Fehlern erkennen. Einfach&t®astpiifung wird oft
auch bei Matrizeniir jede Zeile und jede Spalte verwendet. Tritt nur ein Fehler auf, so stimmt genau
eine Zeilen- und eine Spalterigsumme nicht, der Fehler kann daher erkannt und korrigiert werden.
Fir 2 Fehler Bnnen die Fehler zwar lokalisiert, aber nicht korrigiert werden.
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Paritatsbits lonnen auf Basis einer PattiberpiifungsmatrixH berechnet werden. Eine solche
Matrix sieht z.B. folgendermalf3eiirfeinen(7, 4) Blockcode aus:

1011 : 100
H =] 1101:010
1110 : 001

Dabei gibt die linke Seite die Koeffizientefirfdie Nachrichtenbits an und die rechte Seite die In-
formation daiiber, welches Paétsbit betroffen ist. So gibt die erste Reihe die Informatidgndas
ParitatsbitP; an: P, = 111 © 01, @ 113 ® 114.

Eine weitere beliebte Technikif Piufsummen ist einfach die Summation mod2i, man bekommt
dann einen Byte lange Fiafsumme. Brn = 1 wird meist das Komplement der Sumriakertragen,
sodass der Emgahger nur noch alle Bytes aufsummieren mussiiletpiifen muss, ob die Summe
0 ist.

10.4 Fehlerwahrscheinlichkeit eines Codewortes

Die Wahrscheinlichkeit von genguFehlern inn Zeichen mit einer Fehlerwahrscheinlichkeit vBn
pro Zeichen in einem Codewort bagt:

P(j Fehle) = (;‘) PI(1— Py

Die Wahrscheinlichkeit von mehr al®' Fehlern betagt somit:

Rl
P(Fehleranzaht- R') =1 - P(j)
=0

Die Anzahl an Fehlern in einem grof3en Datenblock ist nahefpei Die Anzahl der Bdcke mit

von P.n stark unterschiedlichen Fehlerraten sinkt wenn die BErogen steigt (die beiden letzten
Aussagen folgen daraus, dass die Fehler benachbarter Bits alsangabtiorausgesetzt werden und
man dann die Summe der Fehler betrachtet. Diégeen sich nach dem Gesetz der grof3en Zahlen
dem Erwartungsweri P,, die Grenzverteilung ist eine Normalverteilung.) Ein Code, Ber Fehler

in einem Block korrigieren kann, ist bei hohemalso ein Garant déf, dass das Kodiersystem nur

in wenigen Rllen fehlschigt. Blockcodes, im Speziellen lineare Gruppencodes, lassen sich sehr gut
hinsichtlich ihrer Performance analysieren.

10.5 Lineare Gruppencodes

Gruppencodes beinhalten das Null-Codewort und sind abgeschlossen, sie verhalten sich also wie eine
mathematische Gruppe. Nimmt man zwei Codeer C; und C; so gilt C; & C; = C}, (bitwei-

se Addition modulo 2), wobel’;, ebenfalls ein Codewort ist. Gruppencodes werden normalerweise
polynomiell generiert und lassen sich in zwei Hauptgruppen unterteilen: diedniBose-Chaudhuri-
Hocquenghem (BCH)-Codes und die in CD-Playern und Computerspeichern eingesetzten symbol-
weise organsierten Reed-Solomon Codes.
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10.5.1 Performance von Gruppencodes

Die wichtigste Messg@i3e fir die Vorhersage von Code-Performance ist die minimale Hammingdi-
stanz zwischen allen Codewortpaaren. Normalerweigssen dazu alle Codewortpaare untersucht
werden, die Anzahl dieser Paare steigt kombinatorisch. Bei Gruppencodes reicht es jedoch jedes der
Codewvorter mit dem Null-Codewort zu vergleichen: Die Wahrscheinlichkeit, dgsals C; missin-
terpretiert wird, ngt von dem Abstand zwisché&r) und C'; ab. Der Abstand ist aber das Gewicht

des Codeworte€’,, wobeiC; & C; = C}, gilt.

10.6 Fehlerkorrektur von Codes

Die maximale Anzahl an korrigierbaren Fehlern t ist, wéng;,, die minimale Hammingdistanz und

e die Anzahl an erkennbaren Fehlern ist, gegeben durch:

Dmin -1
2

Man muss also einen Mittelweg zwischen erkennbaren und korrigierbaren Fehlern finden.

t = int( ) wobet Dpip, — 1 =€+t

10.7 Hamming-Bound

Die Fehlerkorrigierungsatke eines Codes béagt ¢, wenn er alle Codeérter mit¢ oder weniger
Bitfehlern korrigieren kann. Es kann sein dass ein Code zwar mehr Fehler erkennen kann, jedoch nicht
korrigieren, da sich ein empfangenes, als inkorrekt erkanntes Codewort von 2 korrektero@edew

durch die selbe Hamming-Distanz unterscheidet. Dann ist eine Entscheidung auf Basis eines Nearest
Neighbour Algoritmus’ nicht mehr tglich.

Der Hamming Bound gibt eine obere Schranke die Performance von Blockcodes arilr Feinen

Code mit Codewortingen undk Informationsbits gilt:

k 2"
S1+n+(’;)+(§)+...+(’§)

Es gibt insgesam?* dekodierte Codeirter. Rir jedes dieser dekodierten Codier gibt es 1 Co-

dewort ohne Fehler; kodierte Codewrter mit einem Fehler()) Codewbrter mit zwei Fehlern bis

(1) Codevirter mit¢ Fehlern, die als dieses dekodierte Codewort missinterpretiert wetiterek.

Dividiert man die Anzahl aller figlichenn-stelligen Codewrter, also2™ durch die soeben aufge-

stellte Summe (der Divisor in obiger Ungleichung), scétrman ein MalR3iir die Performance eines
Codes (je kleiner desto besser). Dieser Performance ist aber durch obige Ungleichung eine Schranke
nach unten gesetzt, will man also einen Code mit Codeamgtn und k Informationsbits haben,

dert Fehler erkennen soll, so kann man sich vorher mit dem Hamming Bound vergewissern, ob das
Uberhaupt raglich ist. Rir einen perfekten Code gilt in obiger Ungleichung das Gleichheitszeichen.

10.8 Syndrom
10.8.1 Kodierung
Blockcodes bnnen mittels einer Generator-Matrix, einer Matrix aus Basisvektoren, konstruiert wer-

den. Wir betrachten hier zur lllustration eide-Matrix fur den weiter oben verwendet€, 4)-
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Blockcode mit folgendef Matrix:

1011 : 100
H = | 1101 :010
1110 : 001

Dann konstruiert man die G-Matrix durch die kanonischen BasisvektoreR‘Jete linke Seite von
G ist die Einheitsmatrix. Die rechte Seite von G ist der transponierte linke Tellleldiatrix:

1000 : 111
0100 : 011
0010 : 101
0001 : 110

In unserem Beispiel haben wir einen Code der einen Bitfehler korrigieren kann.
Die Berechnung des Codewoxterfolgt durch Multiplikation der zu kodierenden Informationén
mit der MatrixG von links:

G =

c=d-G
In unserem Beispielir d = [1001]:
1000111
0100011
[1001001] = [1001] - | o0 o
0001110

10.8.2 Dekodierung

Das Problem an der Nearest Neighbour Dekodiettingg die GbRe der entstehenden Tabelle. Die
Syndrom-Dekodierung speichert aber nidintjedes Codewort alle églichen gedirten Code\irter,
sondern nur sogenannte Syndrome. Die Syndrom-Dekodiertabelle istangagplvomiibertragenen
Codewort und damit um den Fakt®f kleiner als eine Nachbarschaftstabelle. Die Fehlererkennung
funktioniert wie folgt:

Ist d ein k-stelliger Nachrichtenvektor und dasn-stellige Codewort (noch ohne @ting), so gilt
naiirlich: H ¢ = 0. Istr = ¢ @ e eine empfangene Datensequenz, dieldbsrlagerung vorm: mit
einem Fehlee entsteht, so berechnet man das Syndsosie folgt:

s:=Hr=H(che)=Hcd He=0@ He

Sind keine Fehler aufgetreten, so isgileich dem Nullvektor. Man @hlt H so, dass H bijektiv ist,

also zwischen = He unde eine eindeutige Zuordnung existiert, iidich immer vorausgesetzt, dass
nicht mehr Fehler aufgetreten sind als dieehler wie in der Konstruktion des Codes angenommen.
Man speichert nun also nur noch die wesentlich kleinere Syndromtabelle und dié&rggat-ehler-
vektorene, man bekommt dann die wahre Nachricht dugch r © e.

Treten mehr al$ Fehler auf, dann kann es daich zu Fehlern bei der Dekodierung kommen, auch
wenn der Dekodierer auch in diesem Fall immer noch nach dem Nearest Neighbour Prinzip vorgeht.

Msteigt die Wahrscheinlichkeit einer gewissen Anzaldn Bitfehlern schnell, gilt als@(t) < P(t+ 1), so ist Nearest
Neighbour Dekodierungquivalent zur Maximum Likelihood Dekodierung
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10.9 Zyklische Codes

Zyklische Codes sind eine Unterklasse der Gruppencodes, die kein Null-Codewort besitzen (z.B.
Hamming-Code). Ihre Code-Struktur kann in Hardware einfach mittels Schieberegistern und XOR-
Gattern implementiert werden. lhr Name kommt daher dass man durch ein Codewort und seine zy-
klischen Verschiebungen (Bitshifts) alle Codter des zugebrigen Codes bekommt. RS und BCH

sind zyklische Codes.

10.9.1 Kodierung & Dekodierung

Alle Operationen werden modulo 2 durchieft, das ist auch der Grundrfdie einfache Implementie-
rung in Hardware (Addition und Subtraktionen modulo 2 mit XOR-Gattern implementiert wer-
den). Ein CRC (cyclic redundancy check) ist der Rest eingirigim Division modulo 2. CRCs werden
vielfach zur Fehlererkennung eingesetzt. Wird eine Nachricht dagék mit den Bitsmy_1 ... myg
Ubertragen, so wird sie als Polynom der Ordniéng 1 betrachtet:

M(x) = me_12" 1+ ..+ miz + mo

Die Nachricht)M (z) wird durch das GeneratorpolynoRx) modifiziert um daraus die kanalkodierte
Version von) (x) zu erzeugen. Dazu wird zuerdf (z) um< Stellen bitweise nach links geschoben,
wobei i die Ordnung vonP(z) bezeichnet... das entspricht also der Multiplikation Vdriz) mit
P(z). Danach wird die nun erweiterte Version véfi(x) durch P(x) durchdividiert. Der Rest, der
bei dieser Divisioriiberbleibtiberschreibt dann die im ersten Schritt (beim bitweisen Shiff)/Zu)
hinzugetigten Nullen. Hardwareéafiig kann man mit XOR-Gattern und Schieberegisteahnend
der Ubertragung der zu sendenden Information die CRC berechnen und diese gleich im Anschluss
Ubertragen, es entsteht hier also keine ¥gerung.

Beim Empfinger wird die empfangene Nachricht duefr) durchdividiert - ist der Rest Null,
so wurde die Nachricht korrekibertragen. Ist der Rest nicht Null, sorknenuber eine Syndromta-
belle die Fehlerstellen ermittelt und die Fehler durch Addition mit dem entsprechenden Fehlermuster
korrigiert werden.

Das Generator-Polynom wird soédfig ausgewahlt, um niglichst viele Fehler korrigieren zu
konnen. Ein Generatorpolynom der Ordnungrlaubt die Fehlererkennung von bis zBits die in
Folge gesirt wurden (sogenannte Burst Error).

10.9.2 Interleaving

Will man auch Burst-Error korrigieren, die relativ lang sind, also eventuell sogar einen ganzen Da-
tenblock zergiren, so verwendet man Interleaving, wo man, grob gesagt, die einzelnen Bits oder
Teilblocke mischt, damit ein Burst-Fehler nur Teile deatspwieder zusammengesetzten Blocks be-
trifft. Dabei verwendet man oft ein Memory-Array, in das man Daten spaltenweise schreibt und dann
reihenweise ausliest uritbertragt (siehe Bild). Anwendungsbeispiele sind Audio-CDs.
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Input data
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Interleaving L I | ho
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Output (interleaved) data for transmission

10.10 Faltungscodes

Der Name Faltungscode kommt daher, dass die Ausgabe aus der Faltung von Eingabedaten und der
Impulsantwort des Kodierers besteht.

10.10.1 Kodierung

Faltungscodes werden generiert, indem die Eingabebits in ein Schieberegister geschoben werden. Pro
Eingabebit werden dann mehrere Ausgabebits generiefedes Ausgabebit gibt es ein eigenes Ge-
neratorpolynom. Das jeweilige Ausgabebit wird dann, dem Generatorpolynom entsprechend, durch
XOR-Gatter aus den Bits im Schieberegister berechnet.

Am einfachsten ist das anhand eines Beispiels zuaszkt Wir betrachten hier einen Kodierer der
Rate1/2, fur 1 Eingabebit werden also 2 Ausgabebits generidit.j&des Ausgabebit gibt es ein
Generatorpolynom, hieP; () = 1 + 22 und P»(z) = 1 + z. Der hchste Grad dieser Polynome

ist 2, man braucht also ein Schieberegister darde 3. An folgendem Bild sieht man wie die beiden
Ausgabebits durch die XOR-Gatter den Polynomen entsprechend berechnet werden, der Switch reiht
dann die Ausgabebits aneinander:

Input 1 101
Output 11101101

A simple example of a rate /> convolutional encoder.

Dieser Kodierer ist nicht systematisch, da die Eingabebits nicht explizit in der Ausgabe vorkom-
men. Im Resetzustand wird das Schieberegister des Kodierers mit lauter Nuliéh gef
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Man kann einen Kodierer durch verschiedene Zustandsdiagramme beschreiben, die alle mehr oder
wenigerubersichtlich sind.

e Baumdiagramm: Die Zu&hde repaisentieren immer die letzten— 1 Input-Bits, beschreiben
also das Geiichtnis des Kodierers, und dadahste Eingabebit bestimmt dithergange. Auf
die Kanten tragt man die Ausgabe auf.

00D

Input 11E

0LF

11C

106

Tree diagram representation of the coder in Figure 10.18.

e Trellis-Diagramm: Hier versucht man redundante Zuge zu vermeiden, darunter leidet al-
lerdings dieUbersichtlichkeit. An den Kanten stehen wieder die Ausgabeliitseihe 0 als
nachstes Eingabebit verwendet man immer die obéreeihe 1 als &chstes Eingabebit die
untere Kante zumachsten Zustand.

Trellis diagram representation of the coder in Figure 10.18.

e State Transition Diagramm: Aus dem Trellis-Diagramm gewinnt man das State Transition Dia-
gramm.Uber den Kanten stehen in der Form E(AA) dasinste Eingabebit E und das zugegh
ge Ausgabebit AA.
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State transition diagram representation of the coder in Figure 10.18.

10.10.2 Dekodierung

Die Dekodierung von Faltungscodes erfolgt in der Praxis fast immer mit dem Viterbi-Algorithmus, der
eine Nearest Neighbour Dekodierung implementiert. Mit Faltungscodes kodierte Nachrichten haben
eine enorme Ange. Da der Speicherbedarf des Dekodierers mit degé der Nachricht &achst, wer-

den kleinere Datenbtke verarbeitet. Diese Dateficke enden immer mit Nullen um den Kodierer
wieder in den Anfangszustand zu bringen... das verringeirrinct die Effizienz des Algorithmus'.

Der Viterbi-Algorithmus wird bei jedem Dekodierschritt benutzt um den wahrscheinlichsten Pfad
durch das Dekodiergitter zu finden.

Die Dekodierung ve#uft wie folgt:

1. Das Trellisdiagramm beginnt im Startzustand

2. Ein Codewort wird eingelesen. Die Hammingdistanz zwischen dem eingelesenen Codewort und
allen nmbglichen Codewrtern wird berechnet und als Kantengewicht eingetragen. D.h. dass
der Dekodierer,denkt’ wie ein Kodierer und sich anhand der bisherigen Eingabe (also den
bisherigen Verlauf durch das Zustandsdiagrarab@rlegt, was der Kodiereiif eine 0 bzw. eine
1 als richste Eingabe ausgegebéiite.Uber die beiden Kanten &chste Eingabe war 0, obere
Kante, und @Achste Eingabe war 1, untere Kante), wird die Hammingdistanz zwischen dem
errechneten Codewortif die jeweilige Eingabe und dem tathlich empfangenen Codewort
aufgetragen.

3. Die in Schritt 2 berechneten Kantengewichte werden vom Startzustand aus aufsummiert und in
die Zustinde eingetragen.

4. Nun werden die Zuahde mit den minimalen Pfadkosten behalten, alle anderen verworfen (es
kann mehrere Zuahde geben, die alle die selben, minimalen Kosten haben)

5. Sprung zu Schritt 2 bis alle empfangenen Coalegr abgearbeitet sind.

Ein Beispiel fir ein teilweises Trellisdekodierdiagramm ist in nachfolgender Abbildung ersichtlich.
Im Startzustand A &tte ein Kodiereriir die Eingabe 0 das Codewort 00 ausgegeben; empfangen
wurde aber 10, also wird die Hammingdistanilder der Kante aufgetragenatte der Kodierer im
Startzustand eine 1 bekommen, sarevdie Ausgabe 11 gewesen, wieder haben wir eine Hamming-
distanz von 1 zum ta&ehlich empfangenen Codewort. In diesem Schritt kann kein Pfad eliminiert
werden, da beide Zuitde Gesamtkosten von 1 haben. Betrachten wir nun noch Zustand C. Das letz-
te Eingabebit war eine 1, und wir nehmen an wir&mlen jetzt wieder eine 1 als Eingabebit& G).
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Der Kodierer viirde in diesem Fall 10 ausgeben, und da wir auch 10 empfangen haben tragen wir hier
also 0 als Hammingdistaritber die KanteC' — G. Die anderen 3Jberginge macht man analog.
Nach diesem Schritt kann man die Zustle D, E und F eliminieren. So sichert man, dass der Baum
nur linear wachst und nicht exponentiell.

Received

Received

Stage 1 Stage 2

Da normalerweise grof3e Dateibke verarbeitet werden und es nichbgtlich ist, den ganzen
Baum zu speichern, muss der Baum reduziert werden. Das passiert in Schritt 4 obiger Beschreibung.
Dabei kann es allerdings passieren, dass man nicht mehr die optimale Entscheidung trifintes k
in obigem Beispiel theoretisch passieren, dass nach Schiitt @i verbleibenden, sagen wir 10 Bits
immer Hammingdistanz 1 berechnet wird, von Zustand F aus aber immer Hammingdistanz 0, und man
also besser Fitte behalten sollen. In der Praxis werden oft die letZtetubergainge gespeichert,
die GioRe N heildt dann Decision Window. So kann man zwar Speicher sparen, dennoch steigt der
Speicher hier exponentiell. Die Fehlererkennung des Dekodierers wird aber besser als wenn man
immer nur die Knoten mit minimalen Kosten behalteiirde. Das Decision Window muss jedenfalls
grol3 genug sein, um Burst-Fehler erkennendren. Eine verinftige Gibl3e des Decision Window
wird meist in Computersimulationen bestimmt.

11 Bandpassmodulation eines Tagersignals

Modulation bezieht sich auf die Modifizierung der Signhalcharakteristiken eiré@gefsignals auf-
grund eines Informationssignals. In der Folge wird Intermediate Frequency (IF) Modulation behan-
delt, wobei der Tager eine Sinusschwingung ist. Die Eigenschaften digers, die veémdert werden,

sind: Amplitude, Frequenz oder Phasenlage.

Man betrachtet diese Art von Modulationen, da die Transformation von Basisbandsignalen in Band-
passsignale mehrere Vorteile hat:

1. Signale Bnnen den Charakteristika débertragungskanals besser angepasst werden
2. Es kann Frequenzmultiplexing verwendet werden um mehrere Signale gleichizedrinagen

3. Effiziente Antennen, die veiinftig klein sind, kbnnen verwendet werden
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11.1 Spektrale Effizienz und Leistungseffizienz

Als spektrale Effizienz bezeichnet man das \&ftris von Informationsrate zur Bandbreite, jéhler

desto besser.

Eineahnlich einfache Ndglichkeit Leistungseffizienz zu definieren gibt es nicht, da diébgte Lei-

stung immer von der vorhandenen Rauschleistunguadph Um die Leistungseffizienz verschiedener
Modulationen vergleichen zwkinen verwendet man daher das CNR (Carrier to Noise Ratio), das die
Leistung des TagersC mit der Leistung des Rauschensvergleicht: CNR := % Je kleiner das
CNR, desto effizienter die Modulation, wenn sonst alle Eigenschaften (z.B. Bandbreite, BER) gleich
sind.

11.2 Bimare IF Modulation
11.2.1 Amplitudenmodulation

Bei binary amplitude shift keying (BASK) werden Null und Eins durch Pulse déggdir-Sinusschwingung
mit Carrier-FrequenZ. mit unterschiedlichen Amplituded, und 4, repfasentiert. Eine der Ampli-
tuden, meistensiy wird in der Praxis meistens auf Nullpegel festgelegt. Dies ergibt sogenanntes
on-off keying (OOK):

F(t) = AT[(t/To) cos2m f.t, digitale Eins

10, digitale Null

Ein OOK-Modulator kann auf mehrere Arten realisiert werden: als ein simpler Schalter, der das
Tragersignal ein- und ausschaltet, oder als Multiplikator, der dagermit einem unipolaren Basisband-

OOK-Signal multpliziert. Das Spektrum des Basisbandsignals wird durch die IF Modulation rund um
die TragerfrequenZ. reproduziert.

Vi)

/E\ }
VA A T\

Vo, vV ! \ !

A

1 1
10 -—= L L+=
T T Fog bkrg
(b) Baseband voltage spectrum (e) Bandpass voltage spectrum

Die Erkennung von OOK-Signalen kann auf zwei Arten erfolgen:

e Beim koharentenEmfpang ist die Phasenlage des empfangenen Signals von Bedeutung. Da-
zu werden vor dem Sampling Matched Filter oder Korrelatoren eingesetzt, die ja bekanntlich
von der Phase allingen §in(f.t) undcos(f.t) sind unkorreliert, obwohl sie das selbe Signal
um 7 /2 verschoben darstellen). Verglichen wird jeweils mit deradirsignal, also der Sinus-
schwingung.

e Beim inkoharentenEmpfang ist die Phasenlage des empfangenen Signals nicht von Bedeu-
tung. Hier wird ein Hillkurvendetektor gefolgt von centre point Abtastung oder 1+D Entschei-
dung eingesetzt. Alternativ kann ein inkivlenter Detektor auch mittels zweier Korrelations-
karale, einer @ir Inphase und einerif Quadraturkomponenten realisiert werden (also ein-
mal wird mit dem Sinus, einmal mit dem Cosinus korreliert, beide schwingdirlicat mit
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der Tragerfrequenzf.). Die Ergebnisse der beiden Korrelatoren werden summiert, und man
wird so unabhngig von der exakten Phasenlage des Eingangssignals. Die bein&iekeh
ten Empfang verlorene Information (die Phasenlage) entspricht ca. einem Anstiegades Tr
Rauschabstandes um 1dB... das ist in der Praxis wenig, darum sind auch diarémteh
Empfanger die weitausaufiger eingesetzten.

Wir leiten nun die Bitfehlerwahrscheinlickeiiif OOK-Modulation her, falls ein kd@renter Emginger
verwendet wird, also Matched Filter bzw. Korrelator. Zum Entscheidungszeitpunkt haben wir be-
kanntlich den Werk E; Volt fur eine 1 bzw0 Volt fir eine 0 am Ausgang des Korrelators/Matched
Filters, wobeiE; die normalisierte Symbolenergie ist. Auch die Rauschleistung am Ausgang des
Korrelators/Matched Filters haben wir bereits im Kapitber Matched Filter hergeleitet, sie kit
0% = k?E1 Ny /2 (im Kapitel iber Matched Filter wurde das k niit= 1 angenommen, darum kam
k dort nicht vor). Da der Entscheidungsprozess nach der Filterung gleich dem eidesnbBasis-
bandentscheidungsprozesses istaktrman die Bitfehlerwahrscheinlichkeit durch Einsetzen in die
entsprechende Formel aus dem Kagitieér Bitfehlerwahrscheinlichkeitenamlich:

1 AV
P.=—|1-—erf
o[- (5va)
Dabei istAV = k(E; — 0). Setzt mam\V undo ein so bekommt man:
1/2
1-— erf} <El> ]
2 \ N
Driickt manE,; durch das zeitliche MittelE') = (E) + Ep)/2 aus, so eralt man:
1/2
1- erfL <<E>>
V2 \ No

Die Bitfehlerwahrscheinlichkeit kann weiters durch de@ager-Rauschabstarid’/N) ausgedickt
werden, wobeC' = (E) /T, und N = Ny B (B ist die betrachtete Bandbreite unserer Bandpassmo-

dulation), also:
1/2
(E)/No = TyBC/N = P. = % [1 otV ToB <c> ]

1
P.=
2

1
P.=_
2

/2 \N

11.2.2 Phasenlagenmodulation

Bei binary phase shift keying (BPSK) wird die Basisbandinformation déraiterung der Phasenlage
des Tagers auf den Bger moduliert:

£t) = { ATI(t/To) cos(2m fet), digitale Eins

ATI(t/Ty) cos(2m fot + @), digitale Null

Sind die Zeiger von Null und Eins antipodal, d.h. um 1&@rschieden, so spricht man von phase
reverersal keying (PRK), das Spektrum eines PRK Signals ist im nachfolgenden Bild angegeben:
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vif)

A

10 ] G - 0 ~n

L L (¢) PRK voltage spectrum

(b) Baseband voltage spectrum of

Zum Empfang sind nitlich nur kotarente Empginger geeignet, wobei bei PRK nur ein Matched
Filter/Korrelator von Noten ist, denn bei 18Phasenverschiebung liefert der Korrelator/Fikér fur
eine 1 und-kE fur eine O (hieristE) = E = Ey = Ey).

Fur die Bitfehlerwahrscheinlichkeit von PRK setzt man wieder in die ForitneBitfehler ein,
diesmal iStAV = 2kE undo? = k2ENy/2:

1 E 1/2

Zur Berechnung der Bitfehlerwahrscheinlichkeit finen WinkelAf # = zerlegt man die beiden
Zeiger jeweils in ihre x-Komponente (PRK-Komponente) und ihre y-Komponente (Residual Carrier
Komponente), und betrachtet diesen Fall als speziellen PRK-Fall.

1 c\'?
bzw. P, = 3 1-—erf\/TyB <N>

Residual carrier component

———————————————————— - BPSK phasor

|
I
|
I
Il

A8 PRK component
2

Resolution of BPSK signal into PRK signal plus residual carrier.

Die y-Komponente tigt dann keine Information, das( f.) undsin(f.) umr/2 phasenverscho-
ben und daher unkorreliert sind. Je mehr die beiden Zeiger auseinanderliegen, aestdommt
die Modulationsart PRK und destéker ist der Anteil antibertragenen Signal, der Energie éith.
diesen Anteil nennt man Modulationsindex

m = sin(A6/2)

Fur A@ = 0 haben wir keine Informationiif A9 = n haben wir eine PRK und eine Maximumstelle
von m als Funktion vonAd. Die Symbolenergie bekommen wir nun durei? £, und damit €ir die

Bitfehlerwahrscheinlichkeit:
1 f B\ /2
Pe = 5 1 —ernmm (]V())
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11.2.3 Frequenzmodulation

Bei binary frequency shift keying (BFSK) werden Nullen und Einsen durch unterschiedliche Pulsfre-
quenzen des agersignals re@isentiert:

| ATI(t/To) cos(2m fit), digitale Eins
1) = { AT[(t/Th) cos(2x fo1), digitale Null

In der Praxis wird BFSK meist mittels eines numerisch gesteuerten Oszillators implementiert, zum
Empfang kann sowohl ein kéhenter als auch ein inkérenter Emfanger benutzt werden... man
braucht fir jede der beiden Frequenzen einen eigenen Bnggr (also z.B. zwei Korrelatoren). Die
Bandbreite eines BFSK-Signals ergibt sich Bls= fo — f1 + 2fo mit fo = Tio (siehe Bild).

Vi

£\ VAN —

< S o r\d/\ AN
YA AVER VAR AAVE RV
—_— 1 2
T, 2

1
T,
) Baseband voltage spectrum of a single symbol (e) BFSK voltage spectrum (of two symbols, 0 and 1).
Note overlapping OOK spectra

Damit ist die Bandbreite von BFSK urfy — f; groRRer als die BandbreitB = 2f; von BASK
und BPSK. far orthogonale Frequenzgh und f5, also fir Frequenzenifr welche

To
/ cos(27 fit)cos(27 fat)dt = 0
0

gilt berechnet man die Bitfehlerwahrscheinlichkeit bei &@ntem Empfang mit 2 Korrelatoren, die
voneinander subtrahiert werden (dann hat man wiédér= 2k E), als

1 1 [(B)\Y?
P, = 3 [1 — erfE <No>

Man beachte dass die Bitfehlerwahrscheinlichkeii@nHASK und BFSK gleich sind, und jenéirf
BPSK besser istj%2 <1).

11.3 Tragerriickgewinnung

Bisher haben wir bei der Berechnung von Bitfehlerwahrscheinlichkeiten immer vorausgesetzt, dass es
sich um einen kofirenten Em@#nger handelt; das ist auchtig, um eine nmglichst kleine Fehlerrate

zu erreichen. Dazu wird ein Referenzsignal @tgt, das gegsiber dem Tagersignal nicht phasen-
verschoben ist. Sieht man sich nochmal die Bilder der Spektren von BASK und BFSK an, so sieht
man dass diese Modulationen eine diskrete Linie bei dégdifrequenz. haben, bei diesen Modu-
lationen kann man das dgersignal also filtern und als kédtente Referenz verwenden. Wie man am
Spektrum des PRK-Signals sieht, fehlt diese Linie hié@r. BPSK mitAf # « existiert diese Linie
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wieder, die Tagerfrequenz kann hier also wieder herausgefilter werden, man filtert hier im Prinzip die
Residual Carrier Komponente des Signals. deen der Modulationsindex bei 1 ist, desto kleiner ist
die Residual Carrier Komponente, und desto schwerer wird es dgerBignal zu filtern.

Fur PRK gibt es zwei verschiedeneddlichkeiten der Tageriickgewinnung:

e Quadrieren des empfangenen Signals. Madledadurch ein Signal mit der doppeltera@er-
frequenz, aus der das kinkente Referenzsignal generiert wird. Durch das Quadrieren ist das
Referenzsignal allerdings um 9phasenverschoben.

e Die Costas Schleife besteht aus zwei PLLs, die um@asenverschoben arbeiten, jeweils eine
der beiden PLLs korrigiert die andere und das untesklie Tiagersignal wird so ziickgewon-
nen.

Beide Moglichkeiten haben einen Nachteil: eine 1&hasenzweideutigkeit, d.h. das Referenzsignal
kann entweder phasengleich mit denader oder um 180verschoben sein, was zu einer Invertierung
der Symboleiihrt. Wiederum gibt es zwei bylichkeiten diese Zweideutigkeit zu beheben:

e Mittels einer bekannten Datensequenz, die den Nutzdaten vorausgesendet w@dnth(€l),
kann eine Inversion des Signals erkannt werden.

o Differentielle Kodierung vor der Modulation. Dies hat zur Folge, dass z.B. eine Eins durch eine
Phaseanderung und eine Null durch das Fehlen einer Pléas#erung reg@rsentiert wird. So
wird die Zweideutigkeit irrelevant. Systeme, die ein Symbol alsgkehte Referenzif das
nachste Symbol verwenden, werden differentielles PSK genannt.

11.4 Weitere Varianten von PSK

Die spektrale Effizienz wurde im Kapitéber optimale Filterung als

o Rsloga (M)

Ms 5 (bits/s/Hz)

definiert, wobeiM die Anzahl der Symbole ist, die stochastisch urgatghig sind. Man sieht hier, dass
bei fester Bandbreite und Symbolrale = 1/7; die Anzahl der Symbole die einzigeddlichkeit

ist, um die spektrale Effizienz zu érhen. Bisher hatten wir immer 2 Symbole, jetzt betrachten wir
Modulationen die mehrere Symbole zulassen.

11.41 MPSK

MPSK steht &@r M-symbol PSK, das heil3t die Erweiterung von PSK afif= 2" Symbole. Das
Zeigerdiagrammiir 16 Symbole ist in folgender Abbildung ersichtlich, wobei der schattierte Bereich
angibt, wie sehr die Phase maximal gestverden darf, damit das Symbol mit Phase 0 noch richtig
erkannt wird. 4-PSK kann als die Superposition zweier PRK-Signale, die tipl2&enverschobene
Trager (also sin und cos alsagerfrequenz) benutzen, betrachtet werden. Diese Variante wird als
QPSK bezeichnet.
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Multisymbolsignalisierung kann als Kodierungsprozess angesehen werden, wobei meldere bin
Symbole in ein Mares Symbol kodiert werden. Ein Erkennungsfehler in einem Symbol kann daher
in mehrere Fehler in der dekodierten Bitsequenz ausarten. Der wahrscheinlichste Fehler ist eine Mis-
sinterpretation eines Zeigerzustands mit seinem Nachbarn. Wird ein Gray°Geaheitzt um biére
Symbole den Zeigerzustden zuzuweisen, so hat solch ein Fehler nur einen einfachen dekodierten
Bitfehler zur Folge. In jedem Fall muss man aber die Art der Kodierung bei der Berechnung von
Fehlerwahrscheinlichkeiten in Betracht ziehen.

Bei differentiellem MPSK (DMPSK) werden bime Symbole den Phasenunterschieden zwischen
benachbarten Symbolen zugewiesen und jedes Symbol wirdaeggfseitig durch das vorherige
Symbol als koArente Referenz dekodiert. Der Erap§er muss also nicht mehr die Phase dagédirs
kennen, sondern berechnet nur die Phasdarung zum letzten Symbol. DMPSK hat eiriéhére
Fehlerwahrscheinlichkeit als MPSK.

11.4.2 APK

Beim Amplitude Phase Keying (APK) wir (M)ASK und MPSK kombiniert. Die Signalkonstellatio-
nen sind hier anhand von 3 Beispielen in folgender Abbildung ersichtlich.

(2) 16 APK (8,8) (b) 16 APK (4,12) (c) 16 APK (4,8,4)
constellation constellation constellation (or 16 QAM)

11.4.3 (O)QPSK

Durch Addition zweier PRK-Signale mit Amplitudé/+/2 mit Bitrate R;,/2, die um 90 phasenver-
schobene Tger (I und Q Kanal, also Inphase Kanal und Quadraturphase Kanal) benutzk mneuhn
quadrature phase shift keying (QPSK) mit Amplitudemit Bitrate R,. Es handelt sich hierbei um

15Code, bei dem sich zwei aufeinanderfolgende Werte nur durch ein Bit unterscheiden
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ein Alphabet mit 4 Zugtnden, die den Phasenzeigern mit den Phasenverschiebunges /4 mit
k =0,1,2,3 entsprechen.

Quadrature phase shift keying (QPSK) signal constellation showing allowed state
{gransitions.

L

Dass man dieses Verfahren wirklich als Addition zweier um@tasenverschobener PRK-Signale
implementieren kann basiert auf der trigonometrischen Idgntit

u—"v

cos(u) + cos(v) = ZCOS(U 5 U)cos( 5 )
aus der man hier e#it:
%(cos(w + k7)) + cos(w + jm + m/2)) = \/5005(2("} + (5 +2k)7r + W/z)cos((k - j);r — 7r/2)

Der letzte Faktor ist immejtl/\/i und wir bekommen daher ein Signal, das Frequenmnd Pha-
senverschiebungr /2 + w/4 mitk = 0, 1,2, 3 hat.

HardwarenRig implementiert man das mit einem Seriell-Parallel Wandler (2 Bit breit), jedes der Bits
speist einen von zwei PRK Sendern, die urfi PBasenverschoben mit der halben Bitrate des gesam-
ten QPSK Systems operieren.

I channel

a,=%1 I_I

R,=Ry2

QPSK, R, =Ry/2=11T
(OQPSK, R, =R, = 1T,

Baseband | Series to parallel
binary data converter

R, = }7 (bit/s)

R.=Ry/2 Delay

_l

(OQPSK only)
b, =%l
Q channel

Figure 11.23 Schematic for QPSK (OQPSK) modulator.
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Die spektrale Effizienz von QPSK ist doppelt so hoch wie bei BPSK, da die Symbole in jedem
Quadraturkanal den gleichen Spektralraum und die halbe Spektralbreite (Hmkieagungsrate!) ei-
nes BPSK Signals gleicher Datenrate &iggen. Die prinzipielle Fehlerwahrscheinlichkeit von QPSK
ist hoher als die von BPSK (die Phasen-Deltas sind kleiner), die Bitfehlerwahrscheinlichkeit ist je-
doch gleich gro3. Dadihrt daher, dass die beiden Kda (I und Q) orthogonal sind, man sich die
Ubertragung also wie 2 getrennte K# vorstellen kann. Da ein QPSK-Symbol nur halb so lang ist
und nur die halbe Leistung einasgjuivalenten BPSK-Symbol hatl(/v/2)? = 1/2), ist die gesamte
Nachrichtenenergie gleich grof3.

Offset QPSK (OQPSK) ist identisch zu QPSK bis auf den Umstand, dass vor der Aufmodulie-
rung auf den Tager der Datenstrom des Q-Kanals um eine QPSK-Bitdauer, also eine halbe QPSK-
Symboldauer bzw. eine volle PRK-Symboldauer, versetzt wird. Da so nie auf beidéreKayteich-
zeitig ein Null-EinsUbergang stattfindet werden Phaseiisge von 180 unterbunden. Ein 180
Sprung wird also in zwei 90Spiringe aufgeteilt die im Abstand von dieser QPSK-Bitdauer erfolgen.
Ubergange treten sodufiger auf; ihre Auswirkungen sind allerdings geringer, die spektrale Effizienz
von OQPSK und QPSK sind also gleich. Der Vorteil von OQPSK ist jedoch, dass nichtlineare Effekte
(wie sie Filter undUbertragungskaile usw. haben) durch die kleineren Phasdirspe von 90 statt
der 180 bei QPSK dieUbertragungsquakit weniger beeinflussen.

11.4.4 (G)MSK

Minimum shift keying (MSK) ist eine modifizierte Form von OQPSK. Bei MSK werden die Ein-
gangspulsstime der I- und Q-Kadle mit einem Filter umgeformt auf eine Sinusschwingungs-Form
(siehe Abbildung).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Binary data stream MV—L]_—
@

Shaped I /\

channel 1 o -

symbol ALY

3
5
6
2 4
(b)

Shaped Q 8 10 12
channel
symbols
Note phase is
MSK signal continuous

‘\Conslant angular velocity = TcTﬁ (rad/s)
b

(d)

Die Summe der so geformten Signale folgt nun der Funktion:

2t

1T, )sin(27 fet)

f(t) = ansm(@)cos(%rfct) + bycos(
4T,
Beim b,, hat man deswegen einen Cosinus, da MSK auf OQPSK basiert, die Phasenverschiebung
gegeriiber demu,,-Puls schigt sich hier nieder. Untersucht man die Funktf@gn) naher, so bemerkt
man, dassifr a,, # b, ein Signal mit FrequenZ. + 1/(47,) ausgegeben wird undif a,, = b, ein
Signal mit Frequenz.. — 1/(4T;)8. MSK kann also entweder als BFSK betrachtet werden, oder man
veranschaulicht MSK wie folgt: Ein MSK-Symbol wird durch eine Zeigerbewegundaseptiert;
der Zeiger rotiert mit konstanter Winkelgeschwindigkeit voimfangspunkt* eines Symbols bis zum
~Endpunkt, und zwar im Uhrzeigersiniiffa,, = b,, und gegen den Uhrzeigersinirt, # b,,. Dabei
muss man sich die Achsen, also das ganze Diagramm, als gegen den UZS drehend vorstellen. Wie
auch in OQPSK ist die MSK Symbolperiode gleich der Bitperiode des unmodulierten Datenstroms.
Bei MSK ist zwar die Phase des Signals stetig, nicht aber differenzierbar wena,siaid b,,

entsprechendndern... das ist auch deshalb klar, weil die Ableitung der Phase die Frequenz ist, und
diese ja springen kann. Daihirt zu einer Bheren Bandbreite, die Nebenkeulen klingen aber sehr

15Man beachte, dass das MSK Signal in der Abbildung nicht ganz stimmt. Die Anzahl der Nulldogehstimmt zwar,
die Kurve stimmt aber beim 3. Vierer und beim Lirffer nicht
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schnell ab was vor alleniif FDM-Systeme vorteilhaft ist.

Wird der Pulsstromifr den MSK-Modulator nicht in Sinusform gebracht, sondern in Form einer
Gaul3schen Glockenkurve, dann spricht man von GMSK. GMSK hat stetig differenzierbare Phase, die
Frequenz springt also nicht mehr, sondanert sich stetig (wenn sie sich deifimerhaup&ndert).

GMSK hat ein schmaleres Spektrum als MSK und wird z.B. bei GSM angewendet. Durch die Gaul3-
Formung kommt es zwar zu nicht zu vernaddigbarer ISI, die Vorteile der spektralen Effizienz des
Verfahrendiberwiegen jedoch oft.

MSK

(k+2) /2
(+ 1)

k2
(k-1

4

An example of GMSK

1)0,0,1,0,1,0,0,0,1,1,1,1,0Datastream
/

N
nT,  (+1)T,
(b)

Es sei noch bemerkt, dass bei (G)MSK die 1:1 Entsprechung von Phase und Symbol verloren
geht, dass man diese Entsprechung durch vorherige differentielle Kodierung @esldratenstroms
jedoch wiederherstellen kann.

12 Systemrauschen und Linkbudget

12.1 Thermisches Rauschen

Thermisches Rauschen wird durch freie Laduréggtr, meist Elektronen, und ihrer allfigen Bewe-

gung erzeugt. Durch die zalfigen Bewegungen treten Alfige Spannungen und $me auf, und

zwar bei allen Temperaturérber OK. Man rufe sich in Erinnerung, dass die Temperatur nur ein Mal3

fur die kinetische Energie (Bewegungsenergie) eines Teilchens ist. Thermisches Rauschen kann ein
limitierender Faktorfir Kommunikationssysteme sein.

Nach dem sogenanntdmuipartitionstheorem ist die kinetische Energie eines MalekleichnaRig

auf seine 3aumlichen Freiheitsgrade (x-, y- und z-Richtung) verteilt, die durchschnittliche thermische
Energie pro Freiheitsgrad bégt%kT Joule, wobek; die Boltzmann Konstante urid die Temperatur

ist. Man berechnet so die Leistung des thermischen Rauschens als

N =kTB (W)

pro Bandbreite B, diese Formel nennt man Nyquistformel. Sielifiiggaus Sicht der klassischen
Mechanik, nicht jedoch wenn man quantenmechanische Effekte in Betracht zieht. Das ist auch gut
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so, denn wirde man auf Basis der Nyquistformel das Leistungsdichtespektpff) des thermi-
schen Rauschens berechnen, 8m& man auf7,,(f) = k7', das Spektrum @re also nicht frequenz-
abhangig und das thermische Rausché@ttén unendliche Leistung. Dieses Paradoxon nenntldan
traviolettkatastropheZieht man quantenmechanische Effekte mit in Betracht, so bekommt man das
Leistungsdichtepektrum thermischen Rauschens als

Gulf) = = (wym2)

ekT

wobeih die Planck-Konstante ist, und berechnet dann die Leistung thermischen Rauschens bei einer
BandbreiteB als

B
N—ACMﬂ#(W)

12.2 Nichtthermisches Rauschen

Schrotrauscherst eine Form des Rauschens, das immer dann auftritt, wenn ein elektrischer Strom
eine Potentialbarrieréberwinden muss. Das Schrotrauschamt daher, dass sich der Gesamtstrom-
fluss aus der Bewegung einzelner Laduriggér (Elektronen oderdcher) zusammensetzt, und jeder
Ladungstéager fir sich diese Barrieréberquert. Dies geschieht nicht gleichffig, sondern ist ein
statistischer Prozess. In der Summe sind gewisse Schwankungen des Stromflusses zu beobachten.
Die Eigenschaften von Schrotrauschen werden méistihe Vakuum-Diode hergeleitet, die gewon-
nenen Erkenntnisse gelten jedoch ebenféligife Potentialbarrieren von PN-Dioden und Bipolartran-
sistoren. Bei einer Vakuumdiode werden Elektronen emittiert, sobald sie die Potentialbarriere durch-
brechen Bnnen. Die Zeiten, wann Elektronen freigesetzt werden, folgen einer Poisson-Verteilung.
Jedes emittierte Elektron erzeugt einen rechteckigen Strompuls der Dawérseinemr sec dau-
ernden Weg von Kathode zu Anode, sein Spektrum hat dahef Form. Rir Frequenzerf < 1/1
bekommt man im Wesentlichen ein weiRes Spektrum mit eirigretong? wobeiq. die Ladung des
Elektrons ist, erstifr hbhere Frequenzen kann man Schrotrauschen veéssipen. Den gesamten
durch Schrotrauschen verursachten Strom berechnet man als

I, = \/2Ipcg.B (A)

er ist also proportional zum DC-Strom und der betrachteten Bandbreite. Diese Formel giltiauch f
eine PN-Diode undifr Basis und Kollektor eines Bipolartransistors (il = I bzw. Ipc = I,
also Basis- bzw. Kollektorstrom statt DC-Strom).

Flickerrauschenauch1/ f-Rauschen genannt, tritt auch bei den meisten Komponenten auf, ist aber
sehr komponentenabhgig. Das Leistungsdichtespektrum von Flickerrauschen hat/¢aCharak-

teristik fur Frequenzen unterhalb einiger Kilohertz, und ein flaches, verassijbar niedriges Spek-

trum dafiber. Flickerrauschen konzentriert sich bei niedrigen Frequenzen und wird oft Rosa Rauschen
(pink noise) genannt. Flickerrauschen tritt vor allem bei Feldeffektransistoren (FETSs), ganz besonders
bei MOSFETSs auf.
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12.3 Rauschtemperatur

Ein angenehmer Weg um Rauschleistung zu spezifizieren ist die sogenannte Rauschtemperatur. Die
Rauschtemperatur einer Komponente ist jene Temperatur, die ein idealer Widerstand baben m

um die selbe Rauschleistung wie die Komponente zu haben. Die Rauschtemperatur hat also nichts
mit der Komponententemperatur oder der Umgebungstemperatur zu tun. Die Rauschteniperatur

berechnet man wie folgt:
N

kB
wobei N die thermische Rauschleistung der betrachteten Komponente dirdetrachtete Bandbrei-
te ist. Das Konzept der Rauschtemperatur kann man sich am Beispiel einésRégssteranschauli-
chen: Anstatt eines rauschenden Widerstands und eines rauschendarkdes stetrachtet man zwei
rauschende Widetdthde und einen idealen Veisker. Man beachte, dass der Widerstand, der zur
Modellierung der Rauschtemperatur hinzuggfwird, nach wie vor temperaturadahgige Rauschlei-
stung hat, das Konzept der Rauschtemperatur maskiert die Temperangigieit des Rauschens
also nicht. Meist verwendet man die Rauschtemperatur jedoch um die Rauscheigenschaften verschie-
dener Komponenten zu vergleichen.

Te (K)

Practical Ideal
noisy amplifier noiseless amplifier

]Gain N
IG

T Noise bandwidth, B

Noise temperature, T,

Equivalent noise temperature (T,) of an amplifier.

Die Gesamtrauschleistung am Ausgang des Transistors berechnet man dann, wie man unmittelbar
am Bild sieht, als:
N = (kT B + kT,B)G = (N, + N.)G

wobei das Subskript $if Eigenschaften des rauschenden Widerstands und das Subskirijigen-
schaften des rauschenden Varkers verwendet wird; ist der Versrkungsfaktor. Diese Gleichung
gilt allgemein fir ein System mit VergéirkungGG, man beachte jedoch dass G auch sein kann, so
hat eine Leitung zum Beispiel meist einéMpfung und keine Veratkung. Rauscharme Veasker
erreichen Rauschtemperaturen von 40K (=40-273=38nd weniger.

12.3.1 Rauschtemperatur kaskadierter Systeme

Verwendet man die Gleichung aus dem letzten KapitetfB. 2 Systeme mit den Rauschtemperaturen
T.; und VersairkungG; fur: = 1, 2, so bekommt man nach Division durgi3

Tcasc - ((Ts + Tel)Gl + TeQ)GQ

Diese Gleichung kann man rekursiv fortsetzérnf Teilsysteme. Manchmal dividiert man alle Vémdtungs-
faktoren aus der Gleichung und schreibt die Rauschtemperatur dann als Produkt dekifegsn
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und der, Eingangsrauschtemperatur”:

n
T

Touw = T; G; mit Tj, = =

ou m£[1 i n H?:l Gz

Man kann voril;,, auch nocl’; abziehen, dann hat man rfiif = T;,, — T; eine Rauschtemperatuinf
das kaskadierte System, kann also Berechnungen in derFggre: (75 +T¢) [ [ G durchiihren.

12.3.2 Rauschtemperatur verlustbehafteter Systeme

Um die Rauschtemperatur verlustbehafteter Systeme zu berechnen betrachtet roéegtiagungs-
leitung mit DampfungG; < 1 und zwei gleich grol3e Wideiatde an der Quelle und am Erapfyer
(Rs = Rr, S = Source, L = Load).

Niine —>
G | N
Rx E RL
| :
N—> NyGy —>
Nijne =N = N;G;

Die thermische Rauschleistung véiy, ist gleich jener vonR;, (wir gehen davon aus dass beide
Widerstinde die selbe physikalische Temperafy haben):

Ng = Ni, = kT, B

Wenn dieUbertragungsleitung einednpfungG, hat bekommen wir am Widerstarfg;, eine Lei-
stungdifferenz, diese muss die Rauschleistund ertragungsleitung sein, da in einem geschlosse-
nen System der Energieerhaltungssatz gilt, wir haben also:

Nline = NL - NSGZ = k‘TphB — kTphBGl = T’line = ph(l — Gl)

Je raherG, der Null kommt, desto &her wird die Rauschtemperatur.

12.3.3 Superheterodynempgnger

Der Uberlagerungsemphger (Superheterodynerapier) ist eine elektrische Schaltung zum Emp-
fang und zur Verarbeitung von hochfrequenten elektromagnetischen Signalen (HF-Signalen). Im Su-
perheterodynemphger wird das zu empfangende HF-Signal mit dem Signal eines sich inaBgesf
befindenden sogenannten Lokaloszillators (LO-Signal) gemischt (multipliziert). Die Frequenz des Lo-
kaloszillators wird je nach gamschter Empfangsfrequenz eingestellt. Das Ausgangssignal des Mi-
schers (also das Produkt von Eingangssignal und Lokaloszillatorsignal) weist zwei Freinasgrzb

auf, ramlich fr.o £ fgr, meist wird das niedrigfrequente Signal weiterverwendet, also das hochfre-
guente gefiltert. Es wird als Zwischenfrequenzsignal (ZF-Signal) (engl. IF = Intermediate Fregeuency)
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bezeichnet, da dieses Signal noch weiterverarbeitet werden muss und lediglich einen Zwischenschritt
in der Signalverarbeitung darstellt. Folgende Abbildung zeigt eine schematische Darstellung eines
Superheterodynemifgers.

RF LNA Mixer IF Amp 1 IF Amp 2

wokl | 6i=12a8 Gy=30dB
T;=1000K T,,=1000K
F;=65dB F,;=65dB

LNA steht fur Low Noise Amplifier, der LNA versirkt das RF-Signal. Verdtkung und Rauschtem-
peratur der einzelnen Komponenten sind in folgender Tabelle angegeben:

Komponente| Versfarkung T,
LNA 12 dB 50K
Mixer -6 dB

IFAmp 1 20dB 1000 K
IF Amp 2 30dB 1000 K

12.3.4 Rauschfaktor und Rauschzahl

Der Rauschfaktof einer Komponente ist definiert als das \V&lthis von SNR am Eingang und SNR
am Ausgang wenn das Eingangsrauschen einer Temperatur von 290 K entspricht:

(S/N);

bei N; = 290kB
(S/N)o

f=

Ist SN R, klein im Vergleich zuSN R;, so wird f grof3, daher auch der Name Rauschfaktor. Diese
Spezifikation erlaubt es, verschiedene Komponenten fair auf Basis des Rauschfaktors zu vergleichen.
Man kann bei bekannter Rauschtemperdiuden Rauschfaktof berechnen als

Te
=1
/ + 290

f kann nur dann direkt als Vedltnis von Eingangs- zu Ausgangs-SNR interpretiert werden, wenn die
Umgebungstemperatur 290 K ist und die Rauschtemperatur am Eingang der Komponente ebenfalls
290 K ist. Man kann aber wegen

T.=(f—1)290 (K)

dennoch genaue Berechnungen duiibinén, wenn man nur den Rauschfaktor gegeben hat. Den Rausch-
faktor kaskadierter Systeme leitet mdiper die letzte Formel und die bereits bekannten Formigln f
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die Rauschtemperatur kaskadierter Systeme her, und bekommt die sogdfanmaievon Friis hier
fur 3 Systeme:

B Jo—1  f3—1
f=hn+ o +G1G2

Allgemein lautet die Formel von Friis also:

~ fi—1
f=hd e
' ;szllGj

Die RauschzahF' berechnet man aus dem Rauschfaktor durch Umrechnung in eine logarithmische
(dB) Skala:
F=10 lOglof (dB)

Fur verlustbehaftete Komponenten altman
f: 1/Gl und F = -G, (dB)

wobeiG; im ersten Fall ein Faktor sein muss und im zweiten Fall bereits in dB ausgedein muss.

12.4 Linkbudget

Fur Ubertragungskaile werden oftahnlich wie in der Finanzwelt, eine Art Kosten berechnét.lka-
belibertragung gehen in diese Rechnlipriragungsleistung, Kabéthpfung, Empingerversirkung

und Rauschzahl ein.Uf Funkibertragungen ist die Situation etwas komplizierter, da Signalenergie
nicht nur von der Bmpfung, die von der Luft bewirkt wird (diednpfung sclidgt sich in Ervéirmung

der Luft nieder), abéngt, sondern man auch beachten muss, dass sich das Signal in alle Richtungen
und nicht nur am direkten Weg zur Antenne ausbreitét.dhaloge Repeater bei Furbertragungen
betrachtet man Verdtkung und Rauschzahlfdigitale Repeater die BER. Bevor man das Linkbud-

get fur Funkibertragungen genauer behandeln kann muss man einige Vorbetrachtungen anstellen.

12.4.1 Antennen

Eine isotrope Antenne ist eine Antenne, die in alle Richtungen gleich stark sendet. Sendet sie mit einer
Leistung vonP,,4, so nimmt die Sendeleistungsdichté im Fernfeld der AntenneR > 2D?/\

wobei D die gb3te Dimension der Antenne ist, also das Maximum vande und Durchmesser, und

A die Wellenknge) mitR? ab:

_ Prad
Am R?

Die Strahlungsintensit I einer isotropen Antenne ist in alle Richtungen gleich grof3:

Wisotrop(R) (W/m?)

I . Prad
isotrop — An

In der Praxis strahlen Antennen jedoch in bevorzugte Richtungekest und die Strahlungsinten-
sitat ist eine Funktion der Richtung, in siofischen Koordiaten gibt man die Strahlungsinténsiner

85



realen Antenne alg(6, ¢) an. Rir eine isotrope Antenne ist das Bild der Funktibg,,, (0, ¢) die
Oberflache einer Kugel inR3. Einen Vergleich zwischen der Strahlungsinteitsiiner isotropen und
einer realen Antenne zeigt nachfolgendes Bild.

! Jisorrope(®, 0) (W rad ™)
Ioractical (8, 0) (W rad™?)

Two-dimensional polar plots of antenna radiation intensity for isotropic and
practical antenna.

Als Antennengewini@z(6, ¢) bezeichnet man das Veitinis der Strahlungsintenatteiner realen
Antenne im Vergleich zu einer isotropen Antenne mit der selben Sendeleistung:

106, ¢)

Iisotrop

In der bevorzugten Richtung der Antenne ist der Antennengewifinsonst nicht. Der Antennenge-
winn wird oft in dB angegeben.

Beim Senden wird ein Teil der Energie in Verluginne umgewandelt, da eine reale Antenne einen
ohmschen Widerstand hat. Der Wirkungsgrad einer Antenne wirdygniiezeichnet und berechnet

sich als: ]
Nutzleistung

- Nutzleistung + Verlustleistung

11Q

Man definiert nun naheliegend die Sendeleistifageiner Antenne als:
PT = UQPrad

Mithilfe des Wirkungsgrades einer Antenne und dem Antennengewinn kann man nun die Leistungs-
dichte einer realen Antenne im Fernfeld angeben als:

Pr

W(0,¢,R) = yPyz3)

G(0,9)

Eine Empfangsantenne entnimmt aus einer ebenen Wellenfront Energie. Kommt die Welle aus der
Richtung(6, ¢) so ist die Absorptionsfiche (Wirkfache),. einer Antenne definiert als das Vaitnis
der entnommenen Leisturdg(6, ¢) zur Leistungsdicht& der Welle:
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cw) - \

Aperture
antenna with
effective area Approaching plane

a, (m’) phase fronts

Aperture antenna receiving plane wave from 6, ¢ direction.

Man kann nun den Antennengewinn mithilfe der Absorpti@cfe berechnen:

G(0.0) 47?@6)\(20, ®)
Diese Berechnung beruht auf einer Eigenschatft, die Reziptgahannt wird, Sende- und Empfangs-
eigenschaften einer Antenne sind demnach gleich, Antennen sind stets reziprok. fMendeémicht
angegeben, so ist immer die Richtung mit déiflfjen Leistungsintengit gemeint, man nennt diese
Richtung die Peilrichtung.
Die physikalische FicheA,,, einer Parabolantenne und ihre Absorpticisfle stehen zueinander im
Verhaltnis. Leider ist die Absorptionsithe in der Praxis kleiner als die physikalischadrle, der
Faktorn,, in der Gleichung

Qe = nﬂnapAph

heil3t Strahlungswiderstand der Antenne.

12.4.2 Empfangene Tagerleistung

Will man die Tragerleistung am Empahger berechnen (wir gehen hier immer von der Peilrichtung
aus), so bekommt man zaichst fir die Leistungsdichte der von der Sendeantenne ausgestrahlten

Welle:
Pr

T 4nR?
Der Teil der Welle, der an der Entinfigerantenne empfangen wirdtgt von der Absorptiongtthe
der Empfangsantenne ab, man bekommt dalreddén empfangenen dger

Gr

Pr

CZWCLe: GTCL6

Im vorigen Abschnitt haben wir un§ mithilfe von a. ausgedickt, fur die Peilrichtung bekommen

wir Gr = %5%= und damit

e TR = PTGT(47TR) Gr

Die GrolRe PrG wird Effective Isotropic Radiated Power EIRP genannt:

C =

EIRP := PrGr
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Die Gr'c'>r3e(ﬁ)2 wird Free Space Path Loss FSPL genannt:
A

FSPL := (H)Q

FSPL ist auch von der Welleinhge abhngig. Man kann nun
C=FIRP-FSPL-Gg

schreiben, bzw in dBW
C =FIRP - FSPL+Ggr (dBW)
mit
EIRP =10 lOglo(PT> + 10 lOglo(GT) (dBW)

und

4
FSPL =20 loglo(”TR) (dB)

12.4.3 Mehrwegeausbreitung

In der Praxis breitet sich eine Welle nicht nur am direkten Weg von Sender ziaBggsfaus, sondern
wird auch am Boden, der lonosite sowie Gehuden usw. reflektiert. Der Enoiger sieht dann die
Summe all dieser Signale, das Signal kann da#rket sein als wenn man nur das direkte Signal
betrachten iirde (konstruktive Interferenz) oder scheher (destruktive Interferenz).

Beim sogenannten Zwei-Pfade-Modell berechnet man digditeistung am Emahger unter Berck-
sichtigung des direkten Weges und einer Reflektion am Boden.

' pe® g

Geht man davon aus, dass das Signal uaggadt reflektiert wird, so bekommt man einen Vargungs-
faktor | F'|, der von der lhe des Sendevsy, der Hbhe des Emingersh i, der Welleninge und
der Distanz der beiden Antenné&habléngt:

27rhThR)|
AR

Um die Leistung des Signals an der Empfangsantenne berechnénaerkmuss man diesen Faktor
noch quadrieren, man bekommt dann:

|F'| = |2sin(

C = EIRP-FSPL-Gpg-|F)?

Man sieht an der letzten Formel, dass da&gersignal beim Zwei-Pfade-Modell im Vergleich zur di-
rektenUbertragung auf das Vierfache vesdtt sein kanniir % = 5 (konstruktive Interferenz).
Es ist allerdings auch aglich, dass die Bgerleistung fast O ist (destruktive Interferenz). In der Praxis

berechnet man mit obigen Formelir festesk und A meist die optimalen Bhen der Antennen.
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12.4.4 Antennentemperatur

Man kann ndirlich auch fir eine Antenne die Rauschtemperatur bestimmen, die sogenannte Anten-
nentemperatur. i die Antennentemperatur sind verschiedene Quellen verantwortlich:

e Atmosplarisches Rauscheffriir Frequenzen unter 30 MHz sind meistens Blitze in Gewittern
hauptverantwortlichifr das Rauschen. Die Entladungen werden von der loidosgingefan-
gen und das Rauschen kann sich so weltweit ausbreiten.

e Galaktisches RauscheRir Frequenzen zwischen 30 MHz und 1 GHz stammt das Rauschen
von sich bewegenden Elektronen in der Galaxis. & stark von der Ausrichtung der Anten-
ne ab, wie stark der Einfluss dieser Art von Rauschen ist. Das Spektrum galaktischen Rauschens
fallt schnell mit steigender Frequenz und ist oberhalb von 1 GHz veresigbar.

e Atmosplarisches thermisches RauschBmeses Rauschen ist von 1 GHz bis 10 GHz dominant.

Dreht man eine Antenne richtung Himmel, so nimmt der Einfluss galaktischen Rauschens zu, und
der Einfluss atmospgtiischen Rauschens ab (in d&ichtlinie” der Antenne befindet sich weniger
Atmosplare, bildlich gesprochen).
Die gesamte Antennentemperatur setzt sich nun aus der Rauschtempgrdtedingt durch die drei
Rauschquellen, die eben beschrieben wurden, abgéstinndurchng, sowie der Rauschtemperatur
der Antenne selbst zusammen. Da die Antenne eine verlustbehaftete Komponente ist bekommen wir
fur die Antennentemperatur:

Tont = UQTA + Tph<1 - 779)

13 Simulation von Kommunikationssystemen

Dieser Abschnitt wurde nur eing@it, damit die Kapitelnummerierung synchron mit der des Buches
Ist.

14 Fixpunkt Mikrowellen Kommunikation

Dieser Abschnitt wurde nur einggjt, damit die Kapitelnummerierung synchron mit der des Buches
ist.

15 Mobile Kommunikation

Private mobile radio (PMR) ist eidberbegriff tir Funkibertragungerifr Feuerwehr, Rettung, Taxis,
und auch Handytelefonie. PMR HLigat Teile der VHF und der UHF-Frequeriider. Jeder Kanal hat
eine Bandbreite von 12,5kHz. Die Probleme bei PMR sind einerseits die eingektEhAnzahl an
Kanalen - 1000 - und andererseits die Tatsache, dass die mobiléteGer dann gut funktionieren,
wenn sie sich nahe der Basisstation befinden.
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15.1 Kanaleigenschaften

Der Mobilfunkkanal leidet unter mehreren Problemen bei Verbindungen mit Sichtbehinderung:
e Dopplereffekt durch relative Bewegung zwischen den Terminals

e Langsamerdumlicher Schwund durch topographische Verdeckung aufbertragungsstrecke
(Baum steht im Weg)

e Schneller &umlicher Schwund durch konstruktive und destruktive Interferenz zwischen glei-
chen Signalen, die unterschiedlicdbertragungsstrecken benutzt haben

e Zeitlicher Schwund durch die Bewegung des Terminals durch das &ichlich veandernde
Feld

e Frequenzselektiver Schwund bei Breitbandsignalen
e Timingprobleme durch unterschiedlichiertragungsstrecken
e Zeitliche Ve&nderung der Kanaleigenschaften durch Bewegung des Terminals

Einige dieser Probleme zeigen unterschiedliche Auswirkungen des gleichen physikalischen Prozesses
auf.

15.1.1 Mittlere Empfangsleistung

Durch die unterschiedlichen Arten von Schwund lassen sich nur statistische Augsagele emp-
fangene Leistung treffen. Die mittlere Empfangsleistuagdt auRer von @fien wie der Senderlei-
stung Pr, Senderantennengewiid, und Empangerantennengewirtiz auch vom Landnutzungs-
faktor L und dem Urbanisierungsfaktéf ab. L leitet sich aus dem Anteil verbauten Gebietes Und

aus dem Anteil von mit 4- oder mehréskigen Gehuden verbauten Gebietes ab. Weiters wird auch
noch der hhenunterschiedl zwischen Sender und Endpfger mit einbezogen, sowie die Frequenz
farez mit der gesendet wird und der Plain Earth Path Loss PEPL. In die Berechnung von PEPL wie-
derum geht zu#zlich der Abstand zwischen Sender und Eamgfer ein.

Die genaue Formel ist kompliziert, sie lautet:

C:PT—FGT—PEPL-FGR—B

mit

5:20+fﬁgz+amL—03MJ+K

K ist hier (0.094U — 5.9) fur S&dte und) sonst. PEPL berechnet man als
2

hThR)

PEPL = 20 logyo(

wobeihr die Hohe des Senders uiig; die Hohe des Em@ngers ist und? die Distanz von Sender
und Empéinger. PEPL ist ein Séltzwert fir FSPL und hat daher die selbe Bedeutung wie FSPL.
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15.1.2 Langsamer und schnellerd@umlicher Schwund

Langsamer Schwund, der aufgrund von topographischer Beugung entlafipeleragungsstrecke
auftritt folgt log-normal Statistiken und tritt irdhdlichem Gebiet auf. Schneller Schwund, der durch
den zeitlich versetzten Empfang mehrerer Signalrepliken, die unterschiedlitleetmagungsstrecken
gefolgt sind, auftritt, folgt Rayleigh Statistiken. Schneller Schwund ist in verbautem Gebiet dominie-
rend. Schneller Schwund hat jeder Autofahrer schon einmal erlebt: Man bleibt an der Ampel stehen
und der Radioampfang ist schlecht. Maift nur einen halben Meter weiter vor, unétalich ist das
Radiosignal wieder ganz Klar.

15.1.3 Zeitdispersion, frequenzselektiver Schwund, Karenzbandbreite und Dopplereffekt

Breitet sich ein Signaliber mehrerdJbertragungsstrecken aus, so @ttder Empéanger mehrere
zeitversetzte Signalkopien. Bei digitaler Signalisieruialgrf dies zu ISI. Der Grad an ISEhgt von
dem Verlaltnis von Zeitdispersion (wie stark sind die Signalrepliken zeitlich versetzt) zu Symboldauer
ab.

Die Streuung deUbertragungsstrecken-Vérgerung kann im Frequenzbereich durchiiisarenz-
bandbreiteausgedickt werden. Die Korenzbandbreite ist das maximale Frequenzintenialidés
der Schwund zweier Frequenzen noch korreliert ist. Wenn diedgerzngen durch Mehrwegeaus-
breitung bis zuD Sekunden be#igt, dann ist die Kadrenzbandbreité). gegeben als

1
W ——
2D

Die Koharenzbandbreite gibt aiiber welchen Bereich ein Kanal ejftaches” Spektrum besitzt, d.h.

in welchem Bereich zwei Frequenzen eines Signalsiarend gleichem Schwund ausgesetzt sind.
Liegen zwei Signalkomponenten weiter als die Eodnzbandbreite auseinander, so schwinden sie
unablangig voneinander und das Gesamtsigndrégjuenzselektivem Schwuadsgesetzt.

Der Dopplereffekt spielt ebenfalls eine Rolle bei mobiler Kommunikation. Bekanntlich ergibt sich,
wenn ein Empdinger sich mit der Geschwindigkeitzur (fixen) Basisstation bewegt, beim Erapger
eine durch den Dopplereffekt bedingte Frequenzverschiebung;um

wobeic die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Bei 1800 MHz und 120 km/h bekommt man schon eine
Verschiebung der Frequenz um 200 Hz.

15.2 Zellulare Kommunikation

Die Kapazitit des PMR-Spektrums ist verglichen mit den Anforderungen klein. Darum werden Ba-
sisstationen mit bescheidener Sendeleistung eingesetzt, die alle Teilnehmer in einerankesthr
Bereich, der Zelle, versorgen. Benachbarte Zellen setzen unterschiedliche Betriebsfrequenzen ein,
so kann die selbe Frequenz in anderen Zellen, die hinreichend weit entfernt sind, wieder eingesetzt
werden.
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Der protection ratio ist das Vedltnis von Sendersignaiske der gewnschten Basisstation in der
Zelle, in der man sich befindet, zur Sendersigraaks einer entfernten Zelle, die die selbe Frequenz
benutzt.

15.2.1 Zellglen

Die ZellgoRe tangt von den Anruf-Anforderungen abiber die Anzahl der Teilnehmer, die Wahr-
scheinlichkeit dass diese einen Anrdfiggen sowie die mittlere Dauer ihrer Geapne kann die
Verkehrsintens#t berechnet werden (die Wahrscheinlichkeitsverteiliimglie Intervall-LAngen zwi-
schen Telefonanrufen ist die Erlangverteilung). Der Wiederverwendungsahstabidden Abstand

von zwei Zellzentren an, deren Zellen mit gleicher Frequenz arbeiten. Man ist in der Praxis dar-
an interessiert, die Anzahl an Zellenpro Cluster zu berechnen, um dabei ein gewisses Carrier-
to-Interference-Verditnis C/1 zwischen Zellen mit der selben Frequenz nicht zu unterschreiten. In
einem Cluster mit: Zellen vom Radiug mit Wiederherstellungsabstarddkann manC'/I berechnen

als C 1 d
p— J— 4
I n-1 (7‘)
(n — 1) im Nenner deswegen, da méal/I am Zellenrand, wo es am kleinsten ist, betrachtet.

Wegen der Beziehung

d
; ~V3n
kann die Anzahh an Zellen pro Cluster also durctboken der quadratischen Gleichung
C In?

I n-1
berechnet werden. Die Beziehuﬁgw V/3n leitet man wie folgt her:

Clusterfache R Clusterfache
=S oae . T T R e
Zellflache T Zellflache

=+vn=R=+nr

Nun betrachte man im folgenden Bild das rechtwinklige Dreieck mit HypotheRyg@bei eine der
Katheten durcla/2 gegeben ist:

Der Winkel zwischen der Hypothenuse und dieser Kathete i5t@0 bekommen daher

d d
> = Rcos(30°) = d= V3R = o= V3n

92



15.3 Architektur von Mobilfunksystemen

In jeder Zelle eines Mobilfunksystems befindet sich édasisstation(BS). Mehrere Basisstationen
sinduber einerBase Station Controllean sogenanntiglobile Switch Centrangebunden. Dislobile
Switch Centresind mit demPSTN(Public Switched Telephone Network) verbunden, um Festnetzan-
rufe gleich ins Festnetz einzuspeisen. In einer zentr@ldrscriber Databaswird die Zelle, in der
sich jeder mobile Benutzer befindet, gespeichert, um Handover (Wechsel von ZellenYglienen.

PSTN ISDN

I e

—

Mobile Mobile Subscriber
Switch centre Switch Centre database

T

Base station system

Base station
controller

r

15.4 Terrestrische Mobilfunksysteme

Mobilfunksysteme basieren in der Regel auf TDMA. Bei GSM 900 und DCS 1899 kommunizieren
acht TDMA Benutzeriiber einen Tager und teilen sich eine Basisstation. Das GSM TDMA For-
mat besteht aus acht Zeitschlitzen mit einer Dauer von rund einer halben Millisekunde, die in einen
TDMA-Rahmen gepackt werden. Uplink und Downlink haben unterschiedliche Frequenzen. GSM ist
relativ komplex und hat hohen Overhednl flie Kanalkodierung. Die resultierende Redundanz wirkt
sich jedoch positiv auf die Signalquditaus.

GSM benutzt GMSK und hat eine Datenrate von rund 270kbit/s bei einer Bandbreite von 200kHz.
Das Sprachsignal wird mittels eines erweiterten LPC-Vocoders kodiert. Aufgrund der niedrigen Bi-
trate des Kodierers, der die Sprachquédlgtark unter Bitfehlern leidesst, wird ein 3bit CRC ein-
gesetzt.

15.5 CDMA

In spread-spectrum Systemen wird der langsame Bitdatenstrom jedes Teilnehmers mit einem Spreiz-
codesi(n) hoher Datenrate multipliziert. Ein Datenbit wird in eine dem Sender zugewiesene Bit-
folge, den Spreizcod@bersetzt; es wird also, was eher untypisch ist, ein Bit in viele iersetzt.
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Zur Ubertragung des Bitwerts 0 wird der Spreizcode sellistdén Bitwert 1 der inverse Spreizcode
Ubertragen. Somitilt das schmalbandige Datensignal nun eine breite Kanalbandbreite azoBei
de Division Multiple Acceswird jedem Teilnehmer ein spezifischer Spreizcode zugewiesen. Die Bits
des Spreizcodes nennt man Chips. Die Signale, die sidbiertragungskanal aufsummieren, haben
ein flaches, rausé@hnliches Spektrum. Das hat als Vorteil gegieer FDMA, dass bei tungen auf
einem schmalen Frequenzband zwar alle dargesbrt werden, aber alle nur in geringem Ausmal,
wahrend bei FDMA eventuell ein Teilnehmer gar nicht mehr kommunizieren kann.

Wideband
spreading
modulator

Subscriber
1

Data

Subscriber demodulator

2

Subscriber
m

() Subscriber k
Transmitters receiver

Der Emp#nger filtert das geiinschte Signal mittels Korrelation mit einem lokalen Referenzco-
de, der dem senderseitigen Spreizcode entspricht. Da die Spreizcodes alle orthogonal sind, gibt der
Korrelator1 aus, wenn dabertragene Bit 1 war-1 wenn dagibertragene Bit O war un@lwenn gar
nichtsiibertragen wurde.

CDMA wird bei UMTS eingesetzt. Hierdnnen jedem Nutzer, je nach Bedarf, verschieden lange
Spreizcodes zugewiesen werden. Braucht der Benutzer gerade eine hohe Bandbreite, so bekommt er
einen kurzen Code, ansonsten einen langen... der Bandbreitenbedarf kann so also flexibel angepasst
werden und ist nicht fix geregelt wie bei TDMA oder FDMA.

16 Ubertragung und Speicherung von Videosignalen

Ein Videosignal muss, um ein Fernsehbild darstellen @&onlen, zwei Grundinformationdibertra-
gen: eine Beschreibung des rapentierten Bildteils (z.B. Hellligkeit) und den Ort (und Zeit) dieses
Bildteils. Das Fernsehbild ist aus einer Vielzahl dieser Bildteile, auch Pixel oder Bildpunkte genannt,
aufgebaut.
16.1 Farbdarstellung
Ein Bildpunkt eines Farbbildes wird meist auf eine der folgenden zwei Arteaseptiert:

e Ein unablangiges Intensittssignal (oder Bildhelligkeits-, sprich Luminanzsignal) und zwei

Farbsignale (Chrominanzsignalamlich Farbton (im Winkelmalf3) unda8igung.
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e Drei Farbsignaleiiblicherweise die Intengitswerte von Rot, Gn und Blau.

Das Farbdreieck (siehe Abbildung) zeigt, wie die unterschiedlichen Farbe@isesyiert werden.

Der Vorteil der Luma/Chroma-Variante liegt darin, dass die Luminanzkomponente ausreicht, um ein
Schwarzweil3bild zu repsentieren, Rckwartskompatibiliat zu Schwarz-Weil3-Fernsehern wird so
gewahrt. Die Luminanzkomponente Y berechnet sich als

Y =0.3R+0.59G + 0.11B

In der Theorie kann man alle Farben durch die Luminanz und 2 der Grundfarben wiederherstellen.
Es werden daher meist Y, U und V (YUNipertragen, wobei U und V differenzielle Farbsignale sind:

U=083(R—-Y) V=049B-Y)

16.2 TV Ubertragungssysteme
16.2.1 PAL

Der PAL-Standardibertiagt Farbsignale. Ein Einzelbild wird dazu in eine Sequenz von 625 Linien
aufgeteilt; es werden 25 Einzelbilder pro Sekuridiertragen. Spezielle Pulse geben Anfang einer
neuen Zeile bzw. eines neuen Bildes an. Bei PAL wird ein Einzelbild in zwei Halbbilder (sogenann-
te Fields) unterteilt, wobei ein Halbbild alle geraden und eines alle ungeraden Zeilen umfasst. Die
Synchronisation zwischen Halbbildern sieht man am oberen Teil nachfolgender Abbildung. Die Pi-
xelinformation in einer Zeile wird abgetastet und als analoges Sigveaitragen (unterer Teil nach-
folgender Abbildung). Die Chrominanz-Information wird in einem Teil des Hochfrequenzabschnitts
des Luminanz-Signals eingeft. Dies ist nicht weiter tragisch, da das menschliche Auge Farbinfor-
mation schvisccher als Helligkeitsinformation ad8t. Durch diese Technik ist es auf3erdefigtich,

auch weiter Schwarz-Weil3-Fernseher zu verwenden (bzw. war es historisch umgeketirt@lg F
pixelweise Abtastung der Zeilenimsen Takt von Sender und Erap§er synchronisiert werden, um

die Chrominanz-Komponente richtig dekodieren fmken niissen au3erdem die Phase von Sender
und Empénger synchron sein. Dazu dient d&vlour Burst* Signal am Anfang einer Zeile.
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Von den 6250bertragenen Linien enthalten nur 575 &atslich Bildinformation; die restlichen
Linien enthalten Halbbild-Synchronisationspulse und Informatioéletext.

16.2.2 andere Standards

NTSC ist PAL ahnlich, hat aber eine unterschiedlicibertragungsrate: es werden 30 Bilder pro
Sekunddibertragen; die daf aber nur mit 525 Linien. Auf3erdem hat NTSC keine Phasenver-
zerrungskorrektur wie PAL und sahknen bei schwachem NTSC-Empfang starke Farbfehler
auftreten.

SECAM ist PAL nochahnlicheribertégt aber pro Linie nur eine Chrominanzkomponente.

PAL ist eine Weiterentwicklung von NTSC und auch SECAIbErlegen.

16.2.3 HDTV

HDTV ist definiert als ein System, das es erlaubt Bilder in dreifach@&neHanzuzeigen, um eine
Qualitat wie am Originalschauplatz zu erzielen. Um dies zudglichen sind zumindest doppelt so
hohe Aufbsungen wie bei konventionellem TV vaiten. Weiters haben die Bilder ein Seitenvdth

nis von 16:9 anstatt 4:3 (Stichwort Breithild), das dem menschlichen Blickfeld besser angepasst ist.
HDTV kann analog oder digitalbertragen werden, letzteres ist meistens der Fall. HDT\bfign

eine Bandbreite von ca. 12 MHz (PAL: 6 MHz). HDTV braucht, je nach dsiihg, zumindest 1000
Zeilen. Meistens wird ein Vielfaches der bereits vorhandenen Zeilenzahlen2(z &5 bei PAL)
verwendet.

Man beachte, dass HDTV zum Zeitpunkt des Buchdrucks noch eine sehr neue Entwicklung war.
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16.3 JPEG

JPEG ist ein internationaler Standard zur Kompriminierung und Dekomprimierung von Bildern. Es
besteht aus mehreren Techniken, das Kernsystem verwendet Diskrete Cosinus-Transformation (DCT)
um Blocke von 8x8 Pixeln abzutasten, es werden 64 Koeffizienten pro Block erzeugt. Diese Koeffizi-
enten werden dann quantisiert anhand einer vom User vorgegebenen Quantisierungsmatrix, die eine
QuantisierungsgenauigkeiirfKoeffizienten angibt. Diese Matrix wird im Header des JPEGs gespei-
chert. Da das Auge auf grobe Strukturen sensibler reagiert als auf Feinheiten, werden meistens kleine
ortliche Frequenzen feiner aufgst. Die Koeffizienten werden differentiell zum letzfigmertragenen

Block kodiert, da sie sich von Block zu Block meistens nur weimgern. Als letzter Schritt werden

die quantisierten Koeffizienten nach ihrer Auftrittswahrscheinlichkeit mit dem Huffman Code kodiert
(Entropiekodierung).

16.4 MPEG-1 und MPEG-2

MPEG ist ein Standard zur Komprimierung und Dekomprimierung von Videos. Die Griacidblon
MPEG-Kodierern sind

e Bewegungskompensation
e DCT

e Variable Length Coding

MPEG ist fir Videos, alsoiir Bildersequenzen, gedacht, und kann sich daher zunutze machen,
dass sich von einem Frame zugchsten oft nur wenigndert. MPEG verwendet 3 Arten von Frames,
die hintereinander in 3 Arten angeordnet werdénren (fir Details siehe www):

I-Frame Sogenannte Intra-Frames werden uréatgig von allen anderen kodiert und erlauben so
ein gewisses Mal3 an Random-Access, man kann also im Video herumspringen und muss nicht
immer alles von Anfang bis Ende sehen.

P-Frame Predictive Frames sagen Bewegungen voraus (der Bewegungsvektor wirdtggscimd
kodieren nur die Art der Bewegung, nicht jedoch das Bild selbst. Das Bild selbst muss in einem
vorherigen Frame gespeichert sein.

B-Frame Bidirectional Predictive Frames haben di@rkste Komprimierung, brauchen aber 2 Refe-
renzframes, ein Frame in der Vergangenheit und eines in der Zukunft.

16.5 MPEG-4

MPEG-4 hat noch &irkere Komprimierung als MPEG-1 und MPEG-2, und ist auBerdem fehlertole-
ranter bei Netzwellkbertragungsfehlern.

Bei MPEG-4 untersucht man das Video auf Objekte, sogenannte Video Objects, und verwendet
fur jedes Objekt (z.B. Person im Vordergrund, Auto im Vordergrund, Hintergrund) einen eigenen
Layer zur Kodierung. Auch hier wird wieder die Bewegung der Objekte vorhergesagt. Die Aufteilung
in verschiedene Layer efiglicht es, bei einem Tennismatch z.B. den mehr oder weniger statischen
Hintergrund nur einmal ziibertragen anstatt immer wieder. Der Kodierungsprozess selasiiith
dem von MPEG-1 bzw. MPEG-2, es wird ebenfalls die DCT verwendet.
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16.6 Digital Audio Broadcast

Das Digital Audio Broadcasting (DAB) ist ein digitalelbertragungsstandardifterrestrischen Emp-

fang von Horfunkprogrammen. Es istif den Frequenzbereich von 30 MHz bis 3 GHz geeignet und
schlief3t somit auch eine Verbreituiber Kabel und Satellit ein. Die Audiodaten der Programme wer-
den bei DAB zu@chst mittels MUSICAM (MP2) mit Datenraten von 32 bis 256 kbit/s codiert. Die
Bitrate liegt zwar deutlich unter der einer Audio-CD, durch spezielle Codec-Verfahren wird aber eine
der Audio-CD vergleichbare Quadiit erreicht, solange die Bitrate nicht zu gering gaWwwird (vgl.

mp3). Rir die Ubertragung werden mehrere Audiodatetiste zusammen mit ebenfallsdglichen
reinen Datendiensten zu einem sogenannten Ensemble mit hoher Datenrate zusautrieimgpsf

so entstandene Multiplex wird mittels Coded Orthogonal Frequency Division Multiplex (COFDM)
moduliert. Dieses Verfahren ist im Vergleich zur analogen Ausstrahlung deutlich robustetigegen
Storungen. Zudem ist esaglich, grof3e geographische Bereiche mit nur einer Frequenz abzudecken.

16.6.1 Orthogonal Frequency Division Multiplex

Jeder einzelne ager ist phasen- und/oder amplitudenmoduliert und kann daher die Information von
mehreren Bits (typischerweise 2 bis 6 Bit) pro Symbol tragen. Dieses Modulationsverfahren nutzt alle
drei freien Parameter Frequenz, Amplitude und Phésdié Ubertragung der Information. Die Sym-
boldauer ist bei OFDM gegéiber Einthgerverfahren sehr vighhger, da die Daten gleichzeitig statt
nacheinandetibertragen werden. Diéhgere Symboldauer bringt auch Vorteile insbesondere beim
Mehrwegempfang (d.h. bei Echos). Bis zu einer bestimmten, durch das Schutzintervall festgelegten
Zeitspanne der Laufzeitdifferenzen der verschiedenen Signalwege verschlechtern Echos den Empfang
nicht. Die Bedeutung des Schutzintervalles besteht darin, dass der Funkkanal ismgerg@rst dann
ausgewertet wird, wenn alle Einschwingvange abgeklungen sind. Jed8er das Schutzintervall,
desto &nger darf das Echo sein. OFDM-Signale werden mit komplex rechnenden inversen diskreten
Fouriertransformationen (IDFT) erzeugt. Die IDFT setzt voraus, dass alledgebirequenzen ortho-

gonal zueinander stehen, daher auch der Name Orthogonal Frequency Division Multiplex (OFDM).

16.6.2 Coded Orthogonal Frequency Division Multiplex

Coded Orthogonal Frequency Division Multiplex (COFDM) ist ein digitales Modulationsverfahren,
welches das Modulationsverfahren OFDM um eine \émta-Fehlerkorrektur und ein Guard Intervall
erganzt. COFDM bietet eine hohe Stalillitgegen Mehrwegempfang, Burst-Fehler und frequenzse-
lektive Ausbschungen (Fading) und eignet sich aughden mobilen Empfang damitbertragener
Signale.
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