Theoretische Informatik 1 — Ubungsblatt 3 (S52006)
LGosungen

Aufgabe 3.1 Geben Sie einen endlichen Automaten an, der die Sprache £ der Email-Adressen
akzeptiert, wie sie in Aufgabe 1.5 beschrieben ist. Es geniigt die graphische Darstellung des Auto-
maten.

Losung Wir beschreiben zunéchst die eigentlichen Email-Adressen durch den Automaten A:
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Sei A’ eine Kopie des Automaten A, wobei die Zustinde in 1/, ..., 6’ umbenannt werden. Ein

(indeterministischer) Automat fiir die gesamte Sprache ist dann:

a, "7&7Q

Aufgabe 3.2 Geben Sie einen minimalen deterministischen Automaten an, der die durch den
egrep-Ausdruck (0071)*0* beschriebene Sprache akzeptiert. Verwenden Sie zum Nachweis der
Minimalitdt eine Unterscheidbarkeitstabelle.

Lésung Wir konstruieren je einen Automaten fiir die Sprachen (0071)* und 0% und verbinden sie
dann mit einer e-Kante:

Nun berechnen wir die erweiterte Ubergangsfunktion 6* dieses Automaten sowie die Ubergangs-
funktion § des deterministischen Automaten:

0" 0 1 o 0 1

a | {bc,d} {} {a} | {bc,d}  {}
b {c} {a,d} {b,c,d} | {c,d} {a,d}

c {+ AHad} {} {} {}
d | {d} {} {c. d} {d}  {a,d}

{a,d} | {bc,dt {}

{d} {d} {

Endzusténde sind alle Mengen, die den urspriinglichen Endzustand d enthalten — {b,¢,d}, {¢,d},
{a,d} und {d} — sowie der Startzustand {a}, da der urspriingliche Automat auch das Leerwort
akzeptiert. Ehe wir nun die Unterscheidbarkeitstabelle erstellen, fithren wir einen Vereinfachungs-
schritt durch. Die Zustinde {a} und {a,d} sind beides Endzustinde und daher nicht durch das



Leerwort unterscheidbar; sie konnen aber auch durch keine anderen Worter unterschieden wer-
den, da sie sowohl fiir 0 als auch fiir 1 identische Folgezustéinde aufweisen. Daher sind die beiden
Zustinde ununterscheidbar und konnen zu einem zusammengefasst werden, den wir {a} nennen.

& 0 1 (bed}| 1
EZ  {a} |{bc,d} {}
EZ {b,c,d} | {c,d} {a} {3 e | ¢

{ {} {}
EZ {cd) | {4 {a} {ed} 110171 ¢
EZ  {d} {d} { (@loi|1]e]1
EZ ... Endzustand

{a{bc,d} {} {ed}

Alle Felder in der Unterscheidbarkeitstabelle sind markiert, es kénnen also keine weiteren Zusténde
zusammengefasst werden. Wir erhalten den minimalen Automaten

(Ha}, {b.e,db, (3 {ed}, {d}}, {0, 1}, 8" {a}, {{a}, {b,¢,d}. {c,d}, {d}})

bzw. in graphischer Darstellung

=

0
{a} {b,c,d} {c,d} {d}
Aufgabe 3.3 Sei L die Menge aller Worter iiber dem Alphabet {0, 1,2}, die das Wort 200 nicht

enthalten. Geben Sie einen endlichen Automaten fiir L an. Es geniigt die graphische D;;s{ellung
des Automaten.
Hinweis: Ein Losungsweg besteht darin, zuerst einen deterministischen Automaten fiir das Kom-

plement der Sprache L zu konstruieren und diesen dann entsprechend anzupassen.

Lésung Wir konstruieren zunéchst einen Automaten fiir jene Sprache, die aus allen Wortern be-
steht, die das Wort 200 enthalten:
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und determinisieren ihn dann:

o 1 2 ) 0 1 2

a | {a} {a} {a,b} {a} {a} {a}  {a,b}

bl {ct {3 { {a,0} | {a,c}  {a}  {a,b}

c{at {3 { {a,c} | {a,d}  {a}  {a,b}

d | {d} {d} {d} EZ {a,d} {a,d} {a,d} {a,b,d}
EZ {a,b,d} | {a,c,d} {a,d} {a,b,d}
EZ {a,c,d} | {a,d} {a,d} {a,b,d}
EZ ... Endzustand

Die drei Endzustdnde haben die Eigenschaft, dass man mit jedem beliebigen Wort wieder einen
Endzustand erreicht; sie sind somit nicht unterscheidbar und kénnen zusammengefasst werden:

i’ | o 1 2
{a} | {a}  Ha} a0}
{a,b} | {a,;c} {a}  {a,b}

{a,c} | {a,d} {a} {a,b}
EZ {a,d} | {a,d} {a,d} {a,d}




Um nun den gesuchten Automat fiir die komplementére Sprache zu erhalten, machen wir End-
zustdnde zu Nichtendzustéinden und umgekehrt. Laut Unterscheidbarkeitstabelle kénnen keine
Zusténde zusammengefasst werden.

" | o 1 2 (an}| 00
EZ  {a} | {a}  {a} {a,b}
EZ {a,b} | {a,c} {a} {a,b} {axc}| 0 | O
EZ {a,c} | {a,d} {a} {a,b} o] e e e
{a,d} | {a,d} {a,d} {a,d} "

{a} {a,b}{ac}

Der Zustand {a,d} fungiert als ,Falle“, die wir in der graphischen Darstellung weglassen.

Aufgabe 3.4 Sei v’ die Spiegelung von v, also z.B. (100)® =001 oder (1010111)* =1110101.

a) Sei L die Sprache {vv’ | v € {0,1}7}. Ist L regulir? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung L ist nicht regulir, wie wir mit Hilfe des Pumping Lemmas in der Spielvariante
zeigen.

1) Der Opponent wihlt eine Schranke m.

2) Der Proponent wihlt das Wort w = 0™110™. Es liegt in der Sprache, da es die Form
vo® besitzt, wobei v = 0™1 gilt. Weiters erfiillt das Wort die Lingenbedingung: |w| =
2m+2>m.

3) Der Opponent zerlegt w nun in drei Teile xyz mit der Einschrinkung, dass |zy| < m

und |y| > 1 gelten muss. Da der erste Nuller-Block die Linge m besitzt, kénnen x und
y nur aus Nullern bestehen:

x = 0O 0<j<m
y = 0F 0<k<m
z = omITkL10om

4) Der Proponent muss nun ein ¢ > 0 finden, sodass w; nicht in L liegt. Es gilt:
w; = wy'z = 0/(0F)'om Ik 10m = g R~ 1 o

Der Proponent kann z.B. ¢ = 0 wahlen: wg = 0™~%110™. Dieses Wort besitzt nicht die
Form vv’t, es liegt also nicht in L.

Der Proponent kann daher das Spiel immer gewinnen, er besitzt eine Gewinnstrategie. Somit
ist die Sprache nicht regulér.

b) Sei L die Sprache {uvv"w | u,v,w € {0,1}*}. Ist L regulir? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung L ist regulir. Jedes Wort aus L hat die Eigenschaft, dass es an der Stelle, wo v und
v aufeinandertreffen, die Zeichenfolge 00 oder 11 enthilt (letztes Zeichen von v und erstes
Zeichen von UR). Umgekehrt kann jedes Wort, das die Zeichenfolge 00 oder 11 enthilt, als
Wort aus L aufgefasst werden: die Zeichenfolge entspricht vv, alles davor dem Wort u, alles
danach dem Wort w. Somit ist L genau die Menge aller Worter, die 00 oder 11 enthalten,
dh., L={0,1}"-{00,11} - {0, 1}



Aufgabe 3.5 Zeigen Sie: die Sprache L = {(ab)"!(ac)™ | |n; — n2| < 5} ist nicht regulér. (|n| be-
zeichnet den Absolutbetrag der Zahl n.)

Lésung Wir vereinfachen die Sprache zunichst, indem wir einen Homomorphismus anwenden.
Reguldre Sprachen sind abgeschlossen unter Homomorphismen, d.h.: Ist A ein Homomorphismus
und L eine regulédre Sprache, dann ist auch h(L) eine regulire Sprache. Der Umkehrschluss ergibt:
Ist h(L) keine regulire Sprache, ist auch L keine regulire Sprache.

Wir verwenden den Homomorphismus h(a) = ¢, h(b) = b und h(c) = ¢. Wir erhalten:

hIL) =

h({(ab)" (ac)"™ | [n1 — n2| < 5})
{h((ab)"* (ac)") | In1 — no| < 5}
{(h(2)h(©))" (h(2)h(c))™) | In1 — na| < 5}
{p™"c™ | |n1 —no| <5}

Ll

Wir zeigen die Nichtregularitit von L’ mittels des Pumping Lemmas.

1. Der Opponent wihlt eine Schranke m.

2. Der Proponent wihlt das Wort w = b™c™. Es liegt in der Sprache, da |[m —m| =0 <5 gilt.
Weiters erfiillt das Wort die Langenbedingung: |w| = 2m > m.

3. Der Opponent zerlegt w nun in drei Teile zyz mit der Einschrinkung, dass |zy| < m und
|yl > 1 gelten muss. Da der erste b-Block die Linge m besitzt, konnen x und y nur aus bs

bestehen:

r = bl 0<ji<m
y = b* 0<k<m
s = hmfjfkgm

4. Der Proponent muss nun ein ¢ > 0 finden, sodass w; nicht in L liegt. Es gilt:

w; = acyiz _ bj (hk)ibm—j—kgm _ pm—&-k(i—l)gm

Die Zahl ¢ muss so gewihlt werden, dass |m + k(i — 1) —m/| £ 5 gilt, dass also |k(i —1)| > 5
gilt. Wir withlen ¢ = 7: Wegen k > 1 gilt k(7 —1)>1-(7—1)=6 > 5, d.h., wr ¢ L.

Der Proponent kann das Spiel immer gewinnen, er besitzt eine Gewinnstrategie. Somit ist die
Sprache L' = h(L) nicht regulir, daher ist auch L nicht regulir.



