(1.1) (2 Punkte)

Definieren Sie die Norm in einem linearen Vektorraum. Wozu dient die
Norm? Wie werden die Abstinde zwischen Elementen des Vektorraumes

(Fehler) in der Norm gemessen? Geben Sie ein Beispiel fiir eine Vektor-
norm in IR™. Wie sieht die dazugehdrige Matrixnorm?

(1.2) (4 Punkte)

Betrachten Sie das lineare Gleichungssystem Ax = b, mit einer reellen re-
guldren Matrix A € R™" und den Vektoren z, b € R". Weiters sei das
gestorte lineare Gleichungssystem AZ = b gegeben.

(a) (1 Punkt)

Ergidnzen Sie die untenstehende Abschitzung und erkldren Sie alle
GroéfBen die in dieser Abschitzung auftreten
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(b) (3 Punkte)
Gegeben sei die Matrix A € R?*? und ihre Inverse,
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Berechnen Sie die relative Konditionszahl dieser Matrix beziiglich de:
Maximumsnorm. Nehmen Sie an, dafl der relative Mefifehler in der
rechten Seite b des linearen Gleichungsystems Az = b, durch 10~*
beschrankt ist, d.h. ||Ab||/|[b]] < 10~* gilt. Welcher maximale relati-
ver Fehler kann dadurch in z enstehen? (Die Matrix A soll als exakt
angenommen werden.)




(1.3) (5 Punkte)

(a) (3 Punkte)
In einer Gleitpunktarithmetik werden positive reelle Zahlen wie folgt

dargestellt
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und durch das Bitmuster
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kodiert. Erkléren Sie die in der obigen Darstellung auftretenden Grofien.
Wann spricht man von normalisierten Gleitpunktzahlen?




(b) (1 Punkte) ‘
Erkldren Sie den wesentlichen Unterschied zwischen Festpunkt- und

Gleitpunktzahlen beziiglich ihrer Lage auf der reellen Achse.

(¢) (1 Punkt)
Sei z € R und Oz € IF der gerundete Wert von z. Kann man fiir den

elementaren relativen Rundungsfehler

dx —=z
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eine Schranke angeben, die im gesamten Bereich der normalisierten
Maschinenzahlen (unabhingig von der Gréfe von z) gilt? Wenn ja,
geben Sie diese Schranke an.




(1.4) (2 Punkte)
Erkldren Sie den Begrlﬁ’ Fehlerfortpﬂanzung in Zusammenhang mit einem
numerischen Algorithmus. Wann nennt man den Algorithmus numerisch

instabil?

(1.5) (3 Punkte)
Erkldren Sie den Begriff Ausloschung Warum fiihrt die Ausléschung, im
allgemeinen, zu einem grofien Fehler im Ergebnis? Beurteilen Sie welche
der angefiihrten Funktionsauswertungen von Ausléschung betroffen sind:

e 1+ z—+/1—z, z positiv und klein, d.h. z ~ 0,

1 1-2z
® 175 — 1. & sehr grofi,
1 1-2z
® 1755 — 1o 2 Klein, d.h. z & 0,

T __o—T
€=~ x groB,

1—+/1 =21, neN groB.




Die folgenden Fragen beziehen sich auf das lineare Gleichungssystem Az = b
mit reguldrer Koeffizientenmatrix A € R™" und z,b € R".

(2.1) (2 Punkte)

Angenommen, A und b sind exakt, d.h. sie weisen keine Datenfehler
auf.-Kann das lineare Gleichungssystem trotzdem numerisch singulér
sein?

nein O ja O

Hingt die Antwort auf diese Frage von der bei der Lésung verwendeten
Gleitpunkt-Arithmetik ab?

nein O ja O

Falls es eine solche Abhiingigkeit gibt, wie sieht diese im Fall einer
Arithmetik mit eps = 10~% aus?

(1 Punkt)
Warum sollte man lineare Gleichungssysteme nicht unter Verwendung
der Formel

z=A"1p

(2 Punkte)

Angenommen, fiir die Koeffizientenmatrix A liegt ihre LU —Zerlegung
vor, A = LU, wobei L eine untere Dreiecksmatrix und U eine obere
Dreiecksmatrix ist. Wie 16st man dann das lineare Gleichungssystem
Az = b nach = auf? Welche Vorteile hat diese Vorgangsweise?
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Die folgenden Fragen beziehen sich auf das lineare Gleichungssystem Az =
mit einer rechteckigen Koeffizientenmatrix A € IR™*" und mit den Vektor:
zeR", be R™, m>n. '

(2.4) (2 Punkte)

(2.5)

Angenommen, die Matrix A hat vollen Rang. Ist dann das Gleichung
system Az = b 16sbar? D.h. gibt es dann zu jedem b € R™ ein z € I
mit Az — b= 07

nein O ja O

Angenommen, die Matrix A hat vollen Rang. Ist dann das linea
Ausgleichsproblem ||Az — b|| — Min lsbar?

nein O ja O
Falls ja, ist eine solche Losung eindeutig?
nein O ja O

(2 Punkte)

Es gibt zwei Moglichkeiten das lineare Ausgleichsproblem ||Az—b||; -
Min numerisch zu l6sen, mittels QQR-Zerlegung oder mit Hilfe d«
Gaufschen Normalgleichungen. Angenommen, das Problem ist sel
gut konditioniert. Liefern beide numerische Methoden vergleichbar g
te Ergebnisse?

nein O ja O




(3.1) (2 Punkte)

Zeichnen Sie den typischen Verlauf eines Tschebyscheff-Polynoms Ty(z)
fir z € [—1,1]. Was ist charakteristisch an der Lage der Nullstellen
eines solchen Polynoms im Intervall [-1, 1]?

(3.2) (3 Punkte)

Geben Sie méglichst viele Basen fiir den Raum der Polynome vom
Grad d an und beschreiben Sie diese.




(3.3) (2 Punkte)
Ein anderer Anwender hat exakte Daten (z;,v:),2 = 1,2,..25;z; €
[~1,1] und er weiB, dal diese Daten einer glatten Funktion entstam-
men, die er mit einem Polynom 24.Grades approximieren will. Er
kann {iber die Lage der Konten z; verfiigen und iiberlegt, welches
der beiden folgenden Interpolationspolynome er aufstellen soll: Mit
Tschebyscheff- Abszissen als Interpolationsknoten oder Aquidistanten
Stellen als Interpolationsknoten. Wozu wiirden Sie ihm raten? Geben
Sie fiir Thren Rat eine Begriindung an.




