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1. Zwei Zahlen a und b werden zufillig (mit Zuriicklegen) aus der Menge {1,2,3,...,k}
ausgewdhlt.

(a) Wenn k = 20, mit welcher (exakten) Wahrscheinlichkeit sind a und b relativ
prim (teilerfremd)?

*(b) Ermitteln Sie einen approximativen Ausdruck (nicht berechnen) fiir diese
Wahrscheinlichkeit, wenn & eine grofe (natiirliche) Zahl ist. Was ergibt sich
fir k — 00 ?

2. Bei einer Lotterie mit 40000 Losen gibt es drei grofe Gewinne.

(a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der man zumindest einen grofen
Gewinn pro 1000 Losen bekommt.

*(b) Wie viele Lose miifite man kaufen, damit die Wahrscheinlichkeit eines grofen
Gewinns zumindest 0.5 ist?

3. (a) Zeigen Sie die Boole’sche Ungleichunyg:

i=1 i=1

(b) Zeigen Sie die Bonferroni’sche Ungleichung:
w (ﬂ E> >1-Y W(E;)
i=1 i=1

4. In der folgenden Briickenschaltung sind die Verbindungen (unabhéngig voneinan-
der) mit gleichbleibender Wahrscheinlichkeit p (0 < p < 1) intakt. Die Schaltung
ist intakt, wenn Strom von A nach B fliefen kann.

FE sei das Ereignis, daf die Schaltung intakt ist, und V; das Ereignis, daf Verbin-
dung i intakt ist (i = 1,...,5).

(a) Wie lautet ein passender Merkmalraum? Wie l&ft sich V; auf Basis dieses
Merkmalraums ausdriicken?

(b) Driicken Sie E mit Hilfe von V;, i =1,...,5, aus.




(c) Beniitzen Sie die Darstellung von (b) um W (E) mit Hilfe des Additionstheo-
rems zu berechnen.

*(d) Berechnen Sie W (E) mit Hilfe des Satzes von der vollstandigen Wahrschein-
lichkeit, indem Sie durch den Status (intakt/defekt) von Verbindung 5 be-
dingen.

5. Einer von zwei Behiltern mit jeweils 10 Kugeln enthéalt eine markierte Kugel. Es
ist bekannt, daf sich die markierte Kugel mit Wahrscheinlichkeit 2/3 im ersten
Behilter befindet. Sie bekommen die Moglichkeit, hintereinander 20 Kugeln mit
Zuriicklegen nach Belieben aus den Behéltern zu ziehen. Wie gehen Sie vor, wenn
Sie die markierte Kugel mit moglichst hoher Wahrscheinlichkeit finden mdchten?

(a) Angenommen, Sie entscheiden sich dafiir, 10 Kugeln aus dem ersten und 10
Kugeln aus dem zweiten Behélter zu ziehen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
finden Sie die markierte Kugel?

*(b) Wie lautet die optimale Aufteilung der Ziehungen?

6. Angenommen, von 100 VLSI-Chips sind im Durchschnitt 3 defekt. Ein automa-
tischer Test erkennt einen guten Chip in 90% der Falle, und einen defekten Chip
in 95% der Fille als solchen.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf ein als gut erkannter Chip tatséch-
lich gut ist?

(b) Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, daf ein als defekt erkannter Chip tat-
sdchlich defekt ist? Geben Sie eine Erklirung fiir die (unerwartet?) kleine
Wahrscheinlichkeit.

Beispiel(teil)e mit (*) werden im Konversatorium behandelt.



1.

(a)

Losungen zum 3. Blatt

Der Merkmalraum des Versuchs ist M = {(z,y) : =,y = 1,2,...,20}; er
besteht aus m = 202 = 400 Elementen. Zwei Zahlen sind relativ prim, wenn
sie keine gemeinsamen Teiler haben; dabei kann man sich auf die Primzahlen
kleiner gleich 20 beschrianken. Die Zahl der giinstigen Versuchsausgénge 186t
sich durch einfaches Abzdhlen oder — etwas schneller — mit Hilfe des In-
und Exklusionsgesetzes (vgl. Losung zu Bsp 1.4, Bemerkung) bestimmen.
Bezeichnet man mit F, das Ereignis, daf beide Zahlen durch p teilbar sind,
so gilt mit 7 = {2,3,5,7,11,13,17,19}:

‘UE‘:Z|Ep|—|E20E3|—|E20E5|—|E20E7|—|E30E5|
pel pel
—100+36+16+4+1+1+1+1-9—-4—1-1
— 145

Man beachte, daf alle nicht hingeschriebenen paarweisen Durchschnitte und
alle Durchschnitte héherer Ordnung leer sind. Die gesuchte Wahrscheinlich-
keit ist also gegeben durch:

g 400—145 255 51
- T T 06375
m 400 400 ~ 80

Ist p1,po, ... die Folge der Primzahlen, so ist ein approximativer Ausdruck
fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit fiir grofes k gegeben durch:

()] - )

Fiir k — oo gilt:
1 o 1 6
lim <1——2>:H<1——2>:—2i0.6079
k_)oopiﬁk Pi i= Pi m

Bem.: Allgemeiner gilt:

Dabei ist ((s) die Riemann’sche Zeta—Funktion:



2.

(a)

Gibt es N (= 40000) Lose und k (= 3) groke Gewinne, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, bei n (= 1000) Ziehungen zumindest einen grofen Gewinn zu
bekommen, gegeben durch:

N-k N-k—1 N-k—-n+1__ (N-k! (N -n)
N N -1 N-n+1 N!'(N —k —n)!

p=1

Da k im Vergleich zu N sehr klein ist, 14t sich dieser Ausdruck approximativ
auch wie folgt schreiben:

Konkret ergibt sich:

Dafiir muf gelten:

N —n\"* 1\ V¥
> >N |1—-|=
(7)) = ()

Konkret ergibt sich:
1\ 1/3
n > 40000 [1 — <§> ] = 8252

Die Vereinigung der Mengen F;, ¢ = 1,...,n, 186t sich als Vereinigung von
(paarweise) disjunkten Mengen darstellen:

DO | —

Damit folgt die Behauptung;:
n n i—1 o n
W(UEZ):ZW En(Ej| <> W(E)
i=1 i=1 j=1 i=1

Die Ungleichung gilt wegen A C B = W(A) < W(B).

Nach den DeMorgan’schen Regeln gilt:



(a)

Kodiert man mit 0/1 eine defekte/intakte Verbindung, so ist ein geeigneter
Merkmalraum gegeben durch:

M = {(ml,mg,mg,m4,x5) |z; =0,1; i = 1,...,5}
Fiir das Ereignis V; (= ,Verbindung i ist intakt) gilt dann:
Vi = {($1,$2,$37x4,.%'5) ]xl = 1, €5 = 0,1, _7 7é Z} - M
Das (zusammengesetzte) Ereignis E (= ,Strom flieRt von A nach B“) laft
sich auf Basis der Ereignisse V; wie folgt ausdriicken:
E=WVinW)u(VsnVy)u(VinVynVs)u(VanVsnis)
Mit dem Additionstheorem folgt (die Ereignisse V; sind nach Voraussetzung
unabhingig):
W(E) = 2p? +2p° = 5p" — p° + 4p° —p° = 2p> +- 2p° — 5p" + 2p°

Bedingen durch den Status von Verbindung 5 (Satz von der vollstindigen
Wabhrscheinlichkeit):

W(E) = W(E|Vs)W (V5) + W(E|V5)W (V5)
=W ((ViUVa) N (VaU V)W (Vs) + W ((ViNVa) U(Van Vy))W(V5)
=[2p — p*I°p + 20> — p"](1 — p)
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5. (a) Bezeichnet H; das Ereignis, daf die markierte Kugel im ersten Behilter ist,
und H> das Ereignis, daf sie im zweiten ist, und ist A das Ereignis, daf sie
gefunden wird, so gilt mit dem Satz von der vollstdndigen Wahrscheinlichkeit:

*(b) Bezeichnen wir allgemeiner mit p die Wahrscheinlichkeit, daf die markierte
Kugel im ersten Behilter ist, und machen wir insgesamt n Ziehungen mit
Zuriicklegen (m aus dem ersten Behélter, n — m aus dem zweiten), so gilt

analog zu (a):
1- (%)n_m] (1-p)

oo (3 -

Fiir konkrete Werte von n und p l&ft sich das optimale m durch Probieren
finden oder durch die folgende Uberlegung (da®/dx = a” Ina):

() () e (3)

Setzt man die Ableitung gleich Null, so ergibt sich:

o\ 1 o m[A-p]
(m) ==~ = M=3* nw0)

Im vorliegenden Fall ergibt sich m = 13.23; die optimale Aufteilung ist also
13 aus dem ersten Behilter und 7 aus dem zweiten. Die Wahrscheinlichkeit,
daf die markierte Kugel gefunden wird, betrigt dann 0.6711.

6. Bezeichnet man mit C das Ereignis, dafs ein Chip gut ist, und mit G das Ereignis,
daf der Test den Chip als gut ausweist, so gilt laut Angabe:

W(C)=0.97, W(G|C)=09, W(G|C)=0.95

Die Wahrscheinlichkeiten bestimmt man nun mittels Bayes’scher Formel:

(a)
_ W(G|C)W(C)
wiele) = W(G|CYW (C) + W (G|C)W (C)
0.9-0.97
= 0.0.097 1005003 9983
(b)
W (C|G) 0.95-0.03 —0.2271

T 095-0.03+0.1-0.97



