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1. Es sei bekannt, daf bei n unabhéngigen identischen Alternativversuchen insgesamt
k ,Erfolge* vorgekommen sind.

(a) Mit welcher (bedingten) Wahrscheinlichkeit war ein bestimmter Versuch er-
folgreich?

*(b) Mit welcher (bedingten) Wahrscheinlichkeit waren zwei bestimmte Versuche
erfolgreich? (Vs.: k > 2)

2. Es wird eine nach Pj( verteilte Anzahl von (6sterr.) 1-EURO-Miinzen geworfen
und X sei die Anzahl der geworfenen ,Mozart“. Bestimmen Sie die Verteilung
von X, d.h. bestimmen Sie W{X = k} fiir & € Ny. (*Wie 14kt sich das Resultat

verallgemeinern?)
Hinweis: Verwenden Sie den Satz v. d. vollst. Wahrscheinlichkeit; bedingen Sie durch die Anzahl

der Miinzen.

3. Eine Komponente mit exponentialverteilter Lebensdauer, X ~ Ex., arbeitet laut
Hersteller mit Wahrscheinlichkeit 0.9 langer als 500 Stunden.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit arbeitet eine derartige Komponente ldnger
als 1000 Stunden; langer als 5000 Stunden?

(b) Bestimmen Sie den Parameter 7 und zeichnen Sie die Verteilungsfunktion
und die Dichte.

(c) Ermitteln Sie das p-Quantil, speziell den Median.
*(d) Zeigen Sie die folgende Eigenschaft fiir X ~ Ex,:
W{X>s+t|X>s}=W{X>t}, Vs,t>0

Was bedeutet diese Eigenschaft im Kontext des Beispiels?
4. Bestimmen Sie fiir die Dichte einer Normalverteilung N (u, 02):

(a) die Wendepunkte;
*(b) die Schnittpunkte der Wendetangenten mit der x—Achse.

5. Fiir eine normalverteilte sG, X ~ N(u,0?), gelte: Der Median ist 89 und das
25%—Quantil ist 75.5.

(a) Bestimmen Sie p und o.
(b) Bestimmen Sie das 75%— und das 90%—-Quantil.
(c) Berechnen Sie: W{X <100}, W{X > 80}, W{|X — u| > 10}.




6. Bei einer Serviceeinrichtung wird man mit Wahrscheinlichkeit 1/4 sofort bedient
(d.h. keine Wartezeit), oder man hat eine nach Fx1o verteilte Wartezeit (Einheit:
Minuten). Bestimmen Sie:

(a) die Verteilungsfunktion der Wartezeit (+ Skizze/Zeichnung);
(b) den Median der Wartezeit;

(c) die Wahrscheinlichkeit noch mindestens weitere 10 Minuten warten zu miis-
sen, wenn man bereits 10 Minuten gewartet hat.

Beispiel(teil)e mit (*) werden im Konversatorium behandelt.



Losungen zum 5. Blatt

1. (a) Ist X die Anzahl der Erfolge (bei n Versuchen) und bezeichnet E; das Ereig-

nis, beim i-ten Versuch einen Erfolg zu erzielen, so gilt nach der Bayes’schen
Formel:

*(b) Eine ganz analoge Uberlegung zeigt (i # j):
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2. Ist Z die Anzahl der Miinzen, so gilt nach dem Satz v. d. vollst. Wahrscheinlichkeit:
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D.h., daf X nach P; verteilt ist.

*Verallgemeinerung: Fiir Z ~ P, und X|Z = j ~ B, gilt:

ko—pp
X~ Py W{X:k}:%, k=0,1,2,...



3.

(a) Die Verteilungsfunktion von exponentialverteilten sGn lautet:

Flz)=W{X<z}=1—e" 2>0

Daraus folgt:

W{X > 1000} = 1000/ = [¢=500/7]% — [W{X > 500}]° = 0.9 = 0.81
W{X > 5000} = [¢7500/7]" = 0.9'0 = 0.3487

(b)
W{X >500} =7 =09 — 7=— W 47456 [h]
’ In(0.9) '
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(c) Das p-Quantil z, ist die Lésung von F(x)) = p:

l—e™/T=p — zp =—7In(l —p)

Fiir den Median (p = 0.5) ergibt sich:

T =05 = —7 In(0.5) = 0.69317 = 3289.4 [h]

*(d) Dies sieht man wie folgt:

W{X>s+t, X >s} W{X>s+1}
W{X > s} - W{X > s}

—(s+t)/7

et ow{x >t}

e—s/T

W{X >s+t|X >s} =



Interpretation: Das bedeutet in Worten, daf eine derartige Komponente nicht
altert (sich aber auch nicht verjiingt); in jedem Moment, zu dem sie noch
funktioniert, ist sie so gut wie neu. Diese Eigenschaft (,,Gedéchtnislosigkeit®)
ist charakteristisch fiir die Exponentialverteilung (d.h., sie ist die einzige
nichtnegative und stetige Verteilung mit dieser Eigenschaft); umgekehrt kann
man daher auch sagen, daf die Lebensdauer von Komponenten, die einer
Alterung oder Abniitzung unterliegen, nicht exponentiell verteilt sein kann.

Es geniigt, die Dichte ¢(z) der N (0, 1)-Verteilung zu analysieren; ihre Ab-
leitungen sind gegeben wie folgt:

o=’ /2 ze—T/2 6—$2/2($2 —1)

e YT

Die Wendepunkte liegen an den Stellen mit ¢”(x) = 0, d.h. an den Stellen
x = F1; o hat dort den Wert e~ /2/y/27:

e—1/2 o—1/2
Wendepunkte: P =|-1,—— |, P=11,
P ! V2T ? V2T

Fiir eine N (u, 0%)-Verteilung gilt:

e—1/2 e—1/2
Wendepunkte: P; = —0,—=|, P= + o0, —
P ! a o2 2 a o2

Fiir die Ableitung von ¢(z) an den Wendepunkten gilt:

o—1/2

V2r

P(F) =+

Die Wendetangenten sind also gegeben wie folgt:

e 1/2(z 4 2) e 1V2(x — p +20)
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Die Wendetangenten schneiden die z—Achse an den Stellen u F 20.



Wendepunkte u. -tangenten

1/o/2m

(a) Bei einer Normalverteilung ist der Median gleich (dem Mittelwert) ; fiir das
p—Quantil x,, einer Normalverteilung gilt (u, = p-Quantil der N(0,1)):

Fla,) =W{X <z,} =& <?) —p

Ip — M
fr— 7:’[1,]) fr— xp:M+upU
o

Der Parameter o (Standardabweichung; Streuung) ergibt sich also zu:

To.25 — W _ 75.5 — 89

= 20.02
UuQp.25 —0.6745

To.25 = Wb+ U250 —> 0 =

(Tabelle: ug o5 = —ug.75 = —0.6745)
(b) 75%7Quanti1: To.75 = W+ ugrs0 = 102.5
Bem.: Aus Symmetriegriinden gilt hier xg75 = p+ (u — 75.5) = 102.5.

90%—Quantil: zg.g99 = W+ ug.go o = 114.65
—~—
1.2816
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(c) Die Wahrscheinlichkeiten werden durch Standardisierung auf die Standard-
normalverteilung zuriickgefiihrt (® = Verteilungsfunktion der N(0,1)):

100 —
W{X <100} = ® < a
g

> = (0.5496) = 0.7087

80 —
W{X>80}:1—W{X§80}:1—<I>< - “):1-@(—0.4497) =

=1 — [1— ®(0.4497)] = $(0.4497) = 0.6735

WX — ] > 10} = 1~ W{IX — | < 10}
=1-W{p—-10< X <pu+10} =

() e ()
1o 2) o ()] fo () -

=2[1 - ®(0.4996)] =2[1—0.6913] = 0.6173

Bem.: &(—z) =1 — &(x).



(a) Die Wartezeit hat eine gemischte Verteilung; ihre Verteilungsfunktion ist
gegeben wie folgt:
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F(xos5) = 3 = T05= —121In <§> = 4.87 [Min]

WX >20} e o s
W{X > 10} e-10/12 o

W{X > 20X > 10} =

Bem.: Im Gegensatz zu Bsp 5.3 gilt hier:

W{X > 10} = 26_5/6 <e /0

D.h., (die Verteilung von) X hat ein ,Gedéchtnis®.



