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6?:��Q�$�������H�$�����U�����[�!�����H�
���!�����U ��
���d�k ��H¡$�£¢� �¤;���w�¥¢� ���¢^���
�§¦���¨¥©$��ªJ�H 
µ = E(X) « ���¬�­?®^¯k°�±³² ´�µ�¶&·¹¸tºU»?¼H·-½Qµ-¶d¾;ºU»?¿

W{X ≥ a} ≤
µ

a
, a > 0

À _=cNX�b _=Z T Á�ÂWyHY?j8_ÃbvÄ5b c�Å�bmX�b _=ZiÄ0bmoix;ZQe]Okbml8Æ5ZQe]OkbmÇ+È ZQe]Okb cÉqrc0Â-y=b _=efO8a0ckÂ0YÊ �ÌË��"@Í�����[¤¥ÎH�? ��kÏ
¢ « ���ÉÐ��k��Ñ$¤kÒÉÓÔ¢����
��� « ���ÖÕi¢����
��ËU×;¢^���
�-ÒÉÓÔ¢��^�
��ØÙ�!�?Î��������UÏ!�!�UÚ
<&:��Q�$�"Ûv�����?Î������^�
���Ü�U�����Ì���N�^�!�
������¢�����Ý0�?�^�kÞ!�!��¢��^���ß�Ì�!�à���H�
�3�w�¥���

N(µ, σ2)
¡$���� ����HÎH ��3¢W¦

X « ����@£�k�!��¢����
���H�!ÎH���^�!Ñ$���H ���� ¿

Q(x) := W{|X − µ| ≥ xσ}, x ≥ 0ªJ�H  « ���á�kÏ
¢ « ����Õt¢��^�
��Ëd×&¢����
�-ÒÉÓÔ¢^���
����ØÉ�!�?Î������^�dÏ!�!�"���N¢�Ï!ÎH ���������� « ���á@³���� ����+:
Ê �ÌË��"@Í��� « �����
¤¥Î������U���3�Q�$�)�[�!�����H�
�Ö�w�¥�^�

Exτ
¡$���� ����HÎH ���¢W¦â:

�&:��������$��ª3���H�
¢^�kª3���Ù���^�d ��ß¡$¤¥�
X

Ï!� « Y
¢����F�$���$��Ë�����ã2�����Q¤¥ÎH�?  ¿

f(x, y) =







x + y 0 < x < 1, 0 < y < 1

0
¢^¤¥�
¢� 

�Q�$��ä	�N¢� ��HªJª3�����U��� « ���àåÙ�k� «!« ���^�d ����á¡$¤¥�
X

Ï!� « Y
:

�ÌË����U�H� « X
Ï!� « Y

�[¢� �¤U�^�w�¥¢� ���¢������2Ï!�w�kË!�wæk�!�?�H�UÚ
�[�5��ä	�����N���!�
���ç�U���

W{X + Y ≤ 1}
:

è :�é
¤¥�� �¢^�� ��NÏ!�!�ê¡$¤¥� Gâë8ìÍí ¿
�Q�$��ä	�����N���!�
���ç�U����îï¤8¡

(X,Y )
:

�ÌË��"@Í�����?��¤¥©3��¢�  « ���àðÙ¤¥������Îñ�k ���¤¥�
ρXY

Ú
Ê �[�5��ò���ªJ�H � ���ÎH�³�U��� « ���ßåÉ���?���N¢^¢���¤¥�
¢ �[Ï!�!ÑU ���¤¥�
���¹¡$¤¥�

Y
Ë����N�!�?ÎH���^�

X
Ï!� « ¡$¤¥�

X
Ë��-ó�N�!�?ÎH���^�

Y
Ï!� « ¢� ���ÎHÎ����¹�U���ÖË���� « �Ö�?�^�kÞ!�!��¢���� « �k�8:

>&:
X

Ï!� « Y
¢��������ôË!�H¡¥�k���ñ�k ��
¤¥��ªê�kÎH¡$���� ����HÎH áªJ�H  « ���öõ��k�^�kª3�� ������

µ1 = 3 ÷ µ2 = 1 ÷
σ2

1 = 16 ÷ σ2
2 = 25

Ï!� « ρ = 3
5

:!ä	�N¢� ��HªJª3�����U��� « �����Q¤¥ÎH�$��� « ����@£�k�!��¢��^�
���H�!ÎH�����!Ñ$���H ���� ¿
�Q�$�

W{3 < Y < 8}�ÌË��
W{3 < Y < 8 |X = 7}�[�5�
W{−3 < X < 3}� « �
W{−3 < X < 3 |Y = −4}

C&:
X

Ï!� « Y
¢��������øË!�H¡?�k���ñ�k ê�
¤¥��ªê�kÎH¡$���� ����HÎH "ªJ�H  « ���Íõr�k�^�kª3�� ������

µ1 = 5 ÷ µ2 = 10 ÷
σ2

1 = 1 ÷ σ2
2 = 25

Ï!� « ρ > 0
:�@³���!�

W{4 < Y < 16|X = 5} = 0.954 ÷ ã2�����?��¤¥©���¢� 
« �k�!� ρ

Ú
ä	����¢�Þ!����Î]�Ì ����HÎL�m�ÖªJ�H �� Ê �ïãï��� « ���á�HªùðÙ¤¥�d¡$����¢^�k �¤¥���HÏ!ªúË����w�k� « ��ÎH 8:



� ¨?¢�Ï!�!�$���á�NÏ!ª��&:
äïÎñ�k � 

6?:��Q�$��ä	��ã)����¢à�UÏ!�Ö�[�!�à���H�
�3¢� ��� ��H�$�J¢W¦ ªJ�H à�����^�d ��
f

�Ì�Hª « ��¢�Ñ;���� ����³¤ « ���à�$��ªJ��¢����U ����éw�kÎHÎi�k���?Ï!ª3���U ������� Ùªê�k�¹�k�w�kÎ�¤¥�U� ¿

E(X) =

∞∫

0

x f(x) dx =

∫

0<x<a

x f(x) dx

︸ ︷︷ ︸

≥0

+

∫

x≥a

x f(x) dx

≥

∫

x≥a

x f(x) dx ≥ a

∫

x≥a

f(x) dx = aW{X ≥ a}

Ê �ÌË����f¢� 
X

���H�
�ê�ÌË���ÎH����Ë!�H�$�5�É¢� �¤U�^�w�¥¢� ���¢��^�
��¦���¨¥©$�ÖªJ�H 
E(X) = µ

Ï!� « Û �k�
(X) = σ2 ÷¢�¤â�?�HÎH ��w�¥�^� « ���ÉÐ��k��Ñ$¤kÒÉÓÔ¢����
���áØÙ�!�?Î��������UÏ!�!���

ε > 0
� ¿

W
{
|X − µ| ≥ ε

}
= W

{
(X − µ)2 ≥ ε2

}
≤

E
[
(X − µ)2

]

ε2
=

Û �k�
(X)

ε2

�����N¢2��¢� É�kË���� « ���ÖÕt¢��^�
��Ëd×&¢����
�-ÒÉÓÔ¢^���
��ØÉ�!�?Î������^�dÏ!�!�
:
<&:��ÉÎHÎH�$��ª3���H�á�?�HÎH 2�Ì�!�

X ∼ F
Ï!� « x ≥ 0

¿

W
{
|X − µ| ≥ xσ

}
= 1 − W

{
|X − µ| < xσ

}

= 1 − W{µ − xσ < X < µ + xσ}

= 1 −
[
F
(
(µ + xσ) −

)
− F (µ − xσ)

]

ä	��ª�: ¿
F (x−)

��¢�  « ���ÖÎH�H�!Ñ;¢�¢^���H ��H�$� � �Hª3�N¢Ö¡$¤¥�
F

�k� « ���à�U ���ÎHÎ��
x � �[�!�Ö¢� ��� ��H�$�N¢

X
��¢� 

F (x−) = F (x)
:

�Q�$�
X ∼ N(µ, σ2)

¿
E(X) = µ ÷ Û �k�

(X) = σ2 :

W
{
|X − µ| ≥ xσ

}
= 1 −

[
F (µ + xσ) − F (µ − xσ)

]

= 1 −
[
Φ(x) − Φ(−x)

]

= 1 −
[
2Φ(x) − 1

]

= 2
[
1 − Φ(x)

]
, x ≥ 0

�����àÕt¢��^�
��Ëd×&¢����
�-Ò	�&�;���!�^�k�!Ñ$����¢� 
1/x2 � ¢�������¢� 2�UÏ!�2�[�!�

x > 1
�H�&�Q¤¥��ªê�k ��H¡�:

x Q(x) 1/x27&:=7 6?:=7?7?7?7
∞7&:=> 7&:=C&659;6 è :=7?7?7?76?:=7 7&:=�&659¥� 6?:=7?7?7?76?:=> 7&:H68�?�?C 7&: è?è?è?è<&:=7 7&:=7 è >?> 7&:=<?>?7?7<&:=> 7&:=7&68< è 7&:H68C?7?7�&:=7 7&:=7?7?<$9 7&:H6?6?6?6�&:=> 7&:=7?7?7?> 7&:=7
�&68Cè :=7 7&:=7?7?7&6 7&:=7?C?<?>
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Ê �ÌË��
X ∼ Exτ

¿
E(X) = τ ÷ Û �k�

(X) = τ 2 :

W
{
|X − τ | ≥ xτ

}
= 1 −

[
F
(
τ(1 + x)

)
− F

(
τ(1 − x)

)]

ér�!� « ���ÖÛv���� ����HÎHÏ!�!�$¢ �[Ï!�!Ñ; ���¤¥�¹���H�
���
Exτ

�dÛv���� ����HÎHÏ!�!�ê�?�HÎH  ¿

F (x) =
(
1 − e−x/τ

)
I[0,∞)(x)

�Ö�kªJ�H 2�Q¤¥ÎH�?  ¿

W
{
|X − τ | ≥ xτ

}
=







1 + e−(1+x) − e−(1−x) 0 ≤ x < 1

e−(1+x) x ≥ 1

x Q(x) 1/x27&:=7 6?:=7?7?7?7
∞7&:=> 7&:=C&68C?C è :=7?7?7?76?:=7 7&:H68�?>?� 6?:=7?7?7?76?:=> 7&:=7
�?<&6 7&: è?è?è?è<&:=7 7&:=7 è�� � 7&:=<?>?7?7<&:=> 7&:=7?�?7?< 7&:H68C?7?7�&:=7 7&:=7&6 �?� 7&:H6?6?6?6�&:=> 7&:=7&6?6?6 7&:=7
�&68Cè :=7 7&:=7?7?C$9 7&:=7?C?<?>
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Dichte von (X,Y)

�Q�$�������àåÙ�k� «!« ���^�d ��à¡$¤¥�
X

Ë��N¢� ��HªJªß �ªê�k� « Ï!���^� �f�d ����?�^�k ���¤¥�¹�w�¥���
y
¿

f1(x) =

1∫

0

(x + y) dy = x +
1

2
, 0 < x < 1

�É�w�kÎ�¤¥�êË��N¢� ��HªJª� �ªê�k� « ���àå��k� «!« �����U ��à¡$¤¥�
Y

¿

f2(y) =

1∫

0

(x + y) dx = y +
1

2
, 0 < y < 1

�ÌË��"@³���$���
f(x, y) 6= f1(x) f2(y)

¢��H� « X
Ï!� « Y

�!���^�d ÉÏ!�w�kË!�wæk�!�?�H�
:
�[�5�

W{X + Y ≤ 1} =

1∫

0

1−x∫

0

(x + y) dy dx =

1∫

0

[

x(1 − x) +
(1 − x)2

2

]

dx

=

1∫

0

(
1

2
−

x2

2

)

dx =
1

3

è



è :��Q�$����Ï!�wæ¥�^�
¢� ÉË��N¢� ��HªJªß Éªê�k� « ���áò���ã	�k�� �Ï!�!�$¢�ã)���� �¡$¤¥�
X

¿

E(X) =

1∫

0

x

(

x +
1

2

)

dx =
7

12

�ÙÏ
¢Ù�U×;ªJª3�� ��������?���!� « ���¹�?�HÎH 
E(Y ) = E(X)

:

E(XY ) =

1∫

0

1∫

0

xy(x + y) dx dy =

1∫

0

1∫

0

(
x2y + xy2

)
dx dy

=

1∫

0

(
y

3
+

y2

2

)

dy =
1

3

Ð¹�H  « ��ªùÛv����¢��^�!����Ë!Ï!�!�$¢�¢^�k ��à�[�!��ðÉ¤5¡¥�k���ñ�k�!�8���¹�Q¤¥ÎH�? ��dÏ!� ¿
îï¤5¡

(X,Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) =
1

3
−

49

144
= −

1

144

�ÌË���ér�!� « ���ÖÛ �k���ñ�k�!��¡$¤¥�
X

����Û �k���ñ�k�!�ß¡$¤¥�
Y

�)�?�HÎH  ¿

E(X2) =

1∫

0

x2

(

x +
1

2

)

dx =
5

12
=⇒

Û �k�
(X) =

5

12
−

49

144
=

11

144

�Ö�kªJ�H 2�Q¤¥ÎH�?  ¿

ρXY =

îï¤8¡
(X,Y )

√ Û �k�
(X)

Û �k�
(Y )

=
−1/144

√

11/144 · 11/144
= −

1

11

Ê �[�5�������Ö�������U ��à¡$¤¥�
Y

Ë�� « �H�!�?  « Ï!���^� X = x
��¢� 2�$���$��Ë�����ã2�����Q¤¥ÎH�?  ¿

f(y|x) =
f(x, y)

f1(x)
=

x + y

x + 1/2
, 0 < y < 1

����� åÙ���?���N¢�¢���¤¥�
¢ �[Ï!�!Ñ; ���¤¥��¡$¤¥�
Y

Ë����N�!�?ÎH���^�
X

��¢�  « ���iË�� « �H�!�? ��ïò���ãï�k�� �Ï!�!�$¢�ãï����  ¿

E(Y |X = x) =

1∫

0

yf(y|x) dy =

1∫

0

y(x + y)

x + 1/2
dy =

3x + 2

6x + 3
, 0 < x < 1

�Ù�w�kÎ�¤¥�3Ë��N¢� ��HªJªß �ªê�k� « ���àåÉ���?���N¢�¢���¤¥�
¢ �ÌÏ!�!Ñ; ���¤¥� ¡$¤¥�
X

Ë����N�!�?ÎH�����
Y

¿

E(X|Y = y) =
3y + 2

6y + 3
, 0 < y < 1

>
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Regressionsfunktionen

x

y

E(Y|X=x)

E(X|Y=y)

>&:��Q�$��ér�!� « ���ÖåÙ�k� « ¡$���� ����HÎHÏ!�!� ¡$¤¥�
Y

�?�HÎH 
Y ∼ N(1, 25) ��« �kªJ�H ��[¤¥ÎH�?  ¿

W{3 < Y < 8} = Φ

(
8 − 1

5

)

− Φ

(
3 − 1

5

)

= 0.2638

�ÌË���ér�!� « ����Ë�� « �H�!�? ��àÛv���� ����HÎHÏ!�!�ê¡$¤¥�
Y |X = 7

�?�HÎH  ¿

Y |X = 7 ∼ N

(

1 +
3

5
·
5

4
· (7 − 3),

(

1 −
9

25

)

· 25

)

= N(4, 16)

�Ö�kªJ�H 2�[¤¥ÎH�?  ¿

W{3 < Y < 8|X = 7} = Φ

(
8 − 4

4

)

− Φ

(
3 − 4

4

)

= 0.4401

�[�5��ér�!� « ���ÖåÙ�k� « ¡$���� ����HÎHÏ!�!� ¡$¤¥�
X

�?�HÎH 
X ∼ N(3, 16) ��« �kªJ�H 2�Q¤¥ÎH�?  ¿

W{−3 < X < 3} = Φ

(
3 − 3

4

)

− Φ

(
−3 − 3

4

)

= 0.4332

� « ��ér�!� « ����Ë�� « �H�!�? ��àÛv���� ����HÎHÏ!�!�ê¡$¤¥�
X|Y = −4

�?�HÎH  ¿

X|Y = −4 ∼ N

(

3 +
3

5
·
4

5
· (−4 − 1),

(

1 −
9

25

)

· 16

)

= N

(

3

5
,

(
16

5

)2
)

�Ö�kªJ�H 2�[¤¥ÎH�?  ¿

W{−3 < X < 3|Y = −4} = Φ

(
3 − 3/5

16/5

)

− Φ

(
−3 − 3/5

16/5

)

= 0.6431

C



����� M ����� ì�I � M
	 ���
f(x, y)

�����
� K ����������� M�� �

x

y

−5 0 5 10 15

−
15

−
10

−
5

0
5

10
15

f X
(x

)

0.
00

0.
02

0.
04

0.
06

0.
08

0.
10

fY(y)

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

�r_Ãb�bm_Ãc0Â-b��mb _=efO0ckbmPSb cÖprbmo]\-Ä5b c�ZQ_=c¥ÄÙÄ0_=b�gibmÂWoSb ZQZQ_=�-c0Z�� a0ck`NPS_=�-ckbmcUY

C&: � �kÏ!  �É�!�d�kË��Ö�?�HÎH  ¿

E(Y |X = 5) = 10 + ρ
5

1
(5 − 5) = 10;

Û �k�
(Y |X = 5) = (1 − ρ2) · 25

=⇒ W (4 < Y < 16|X = 5) = 2Φ

(

6

5
√

1 − ρ2

)

− 1 = 0.954

�Ö�k�^�kÏ
¢2�Q¤¥ÎH�?  ¿
6

5
√

1 − ρ2
= u(1+0.954)/2 = u0.977 ≈ 2 =⇒ ρ ≈

4

5

9


