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W{T1 > x} = W{Nx = 0}
Y

Á ��·�®��	�M��§��G°I°3���©­T��� ¬ ���¸»v����§����G�G¤!�!� �$� � Tr
£[Â!�
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n � ����§����G�G§��Ä�Vµ³ÅÆ·��M��§��G°I°3���Ç­T��� ¬ ���È����ª^�d§�� �$� � Y =
√

X/n
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Y = cos(X) Ð
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f(x)
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x ∈ R
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X ∼ N(0, 1)
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f(x) =
α xα

0

xα+1
, x ≥ x0; α, x0 > 0

µ¡���
���Ã­T��� �$� �æ�P�k¤&£
(0, 1)
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f(x)

Â!·������Ù�k�$�����+:�ì����!°3���í­T���"« � �!«T����§����K®
α = 1

¥
x0 = 0.5

¤!� ¬ ���G�K®
α = 3

¥
x0 = 1

:
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F−1(u) := inf{x : F (x) ≥ u}, 0 < u < 1
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X ∼

Pµ
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i = 0
¥
α = e−µ ¥

F = α
Å
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U ≤ F
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X = i

¥
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α =
µα

i + 1

¥
F = F + α

¥
i = i + 1
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6?:à�P�$®������¡»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � �$� � T1
·��M��§��G°I°�§�°Ê�k��É2���¡£ � �G�?§��

x > 0
® Ð

FT1
(x) = W{T1 ≤ x} = 1 − W{T1 > x} = 1 − W{Nx = 0} = 1 − e−λx

�����¸����ª��T§��Í·���« � °I°�§¦°Ê�k� ¬ ¤!��ª��º��·!�����G§���� Ð
fT1

(x) = F
′

T1
(x) = λe−λx, x > 0

����� � �?�G�G§ Ð T1 ∼ Ex1/λ
:

Á ��·�®������¡»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � �$� � Tr
�Ù¨kä?§¦����ª��º�k¤&£v�k�w�k� � �$�Í@Ä�������¡·��M��§��G°I°3��� Ð

FTr
(x) = 1 − W{Tr > x} = 1 − W{Nx ≤ r − 1} = 1 −

r−1∑

k=0

(λx)ke−λx

k!

�����¸����ª��T§��Í·���« � °I°�§¦°Ê�k� ¬ ¤!��ª��º��·!�����G§���� Ð

fTr
(x) = F

′

Tr

(x) = −
r−1∑

k=0

k(λx)k−1λe−λx − (λx)kλe−λx

k!

= λ

[
r−1∑

k=0

(λx)ke−λx

k!
−

r−1∑

k=1

(λx)k−1e−λx

(k − 1)!

]

= λ
(λx)r−1e−λx

(r − 1)!

=
xr−1λre−λx

(r − 1)!
, x > 0

Tr
����§¦�k��� � �d�k°I°Ê� � ����§����G�G§ Ð Tr ∼ Gam(r, 1/λ)
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√

x/n
����§��$���$��·���� ¬ ¤!��ª�� x = ny2 ÅÆ�w�´ª^� ¬ ��°¢t�^�k�
� £ � ��°Ê�k§�� � �
�^�^�k§��Í£[Â!������ª��d§����º�?�G�G§ Ð

fY (y) = fX(ny2)

∣
∣
∣
∣

dx

dy

∣
∣
∣
∣
=

(ny2)n/2−1e−ny2/2

Γ(n/2) 2n/2
· (2ny)

=
2(n/2)n/2yn−1e−ny2/2

Γ(n/2)
, y > 0
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���
χ ��� ����� ���
��� 	��Í°I�G§

n è �����G�
���G§����?�^� ¬ ���+:
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Ë&:������¸»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � �$� � X
����§2�$���$��·�����É2���¡£ � �G�?§ Ð

FX(x) =
2x + π

2π
, −π

2
≤ x ≤ π

2

�P�$®"»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � �$� � Y = cos(X) Ð
FY (x) = W{cos(X) ≤ x} = 1 − W{cos(X) > x}

= 1 − W{− arccos(x) ≤ X ≤ arccos(x)}

= 1 −
[
2 arccos(x) + π

2π
− −2 arccos(x) + π

2π

]

= 1 − 2 arccos(x)

π
, 0 ≤ x ≤ 1
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VF von Y = cos(X)
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fY (x) = F

′

Y (x) =
2

π
√

1 − x2
, 0 ≤ x < 1

�[ª5®��¡���Ü����É	�k��§�¤!�!�$��É)����§ �$� � Y
·������Mª��!�
��§"°Ê�k�á�k° ���G�&£P�´ª^�
��§����í°I�G§ ¬ ��° ­&�k§��

�$� ° ¤!�d·���É2¤!ä?§����Ã­T§^�k§�����§��G«$�����
fX(x) = 1/π

¥ −π/2 ≤ x ≤ π/2
® Ð

E(Y ) =

π/2∫

−π/2

cos(x)
1

π
dx =

sin(x)

π

∣
∣
∣
∣
∣

π/2

−π/2

=
2

π
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Á � ¬ ® è Â!� ¬ ���Í�	�����Mª��!�T¤!�!� ¬ ���¦»Ø�k���Ù�k�!�Í�d¤!§��M§�°Ê�k� ¬ ���¸�	���M�����d¤!�!� Ð
2 cos2(x) = 1 + cos(2x)

�¸�k°I�G§2£ � �G�?§ Ð

E(Y 2) =

π/2∫

−π/2

cos2(x)
1

π
dx =

π/2∫

−π/2

1 + cos(2x)

2π
dx

=
x + sin(2x)/2

2π

∣
∣
∣
∣
∣

π/2

−π/2

=
1

2

=⇒ »Ø�k�
(Y ) =

1

2
− 4

π2
=

π2 − 8

2π2

Ú :�±�¤!�w¨´ª^�
��§�����°I�G§�§����G§�°Ê�k� ¬ ���¸»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � �$� � Z = X2 Ð

FZ(x) = W{Z ≤ x} = W{X2 ≤ x}
= W{−

√
x ≤ X ≤

√
x}

= FX(
√

x) − FX(−
√

x), x ≥ 0
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fZ(x) = F

′

Z(x) =
1

2
√

x

[
fX(

√
x) + fX(−

√
x)

]
, x > 0

� � ����� � �����
X ∼ N(0, 1)

fZ(x) =
1

2
√

x

[
1√
2π

e−x/2 +
1√
2π

e−x/2

]

=
1√
2πx

e−x/2 =
x1/2−1 e−x/2

√
π 21/2

, x > 0
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χ2

1 ¹ »v����§����G�G¤!�!�
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��§ ¬ ���¡»v����§����G�G¤!�!�$� £[¤!�!«T§�� � � Ð

F (x) =

x∫

x0

αxα
0

uα+1
du = −xα

0

uα

∣
∣
∣
∣
∣

x

x0

= 1 −
(x0

x

)α
, x ≥ x0

F (x)
�Ù¨kä?§¦����ª��×���G�&£R�´ª����G� � ����§���������� Ð

F−1(u) = x0 (1 − u)−1/α, 0 < u < 1

Îf��§
u

���G�
���P�k¤&£
(0, 1)

®�¤!�!�Ì£ � ��° � ����§����G�G§��Ê±�¤&£R�k�G�����5�k�!�R¥X� � ����§
F−1(u)

���G�
�³�w�´ª^�
f(x) � ����§����G�G§���±�¤&£R�k�G�����5�k�!� Ð

u 7−→ x0 (1 − u)−1/α

�	��°3����«T¤!�!�$��� Ð� 65®"@Ä���$���
U ∼ U(0,1) ⇒ 1 − U ∼ U(0,1)

«?�k�!�Ã°Ê�k�Ä�k�
��§����G��� �$� � 1 − u
�G°

� ·!�G�$���×��¤
� ¬ ��¤
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u

�
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α > 1 Ð

E(X) =

∞∫

x0

x
αxα

0

xα+1
dx =

∞∫

x0

αxα
0

xα
dx < ∞ £�Â!�

α > 1

�����¡»Ø�k���Ù�k�!�����&����§�������§2�T¤!��£[Â!�
α > 2 Ð

E(X2) =

∞∫

x0

x2 αxα
0

xα+1
dx =

∞∫

x0

α xα
0

xα−1
dx < ∞ £[Â!�

α > 2

�����M�ÍÉ2�G��«;§�����ª^�é¤+:=�&: ¬ �k�!�G�!�$���
��� ¬ �k¤
�8¥ ¬ �kä×£�Â!�
α ≤ 2
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ª^�"·���� ¬ ��� � ·����â�k�!�$�-£�Â!�!��§����â�	������¶!����������·�� � ·w�´ª^�d§����+¥ ¬ ��·���� ¬ ���M���������dÉ)���&î
¬ ¤!�!�$��� α

°3������§ ¬ ��¤!§��G��ª^�í«;�����G�
��� �k���Ê<Ã����§×���$: ��:v�G�����?§3·���� ¬ ��� ì��´ª^� ¬ ���!«T�8���G§���G�
�M�2@Ä��· ¹ �Æ� � É��������
α

§��;¶!����ª^�
����É)���������MÉ2����ª��
���©7&:=C³¤!� ¬ 7&:��$®-:
Îf° ������§���� è �k�G����°I�G§

α = 1
¤!� ¬ x0 = 0.5

®vÉÆ�k� ¬ ���¦�?��ã´ä?§��¡±�¤&£R�k�G�����5�k�!����§]ÉÆ� Ú C?7&Å�k¤
� ¬ ���M����°�µ���¤!� ¬ É2�G� ¬Ñ¬ ���"�¸�k����§����G�G¤!�!�Ä�k¤&£ ¬ ���ë�Æ��������ª^�
[x0, x0 · 0.05−1/α]���G�!�$�M��ª^�!�^¨k�!«T§×�

x0 · 0.05−1/α ����§ ¬ �´���?>�� ¹
	 ¤w�k�d§��G� ¬ ���³»v����§����G�G¤!�!�
Å � �?�R:2�P�$®�®-:­ � ��ª^�
�¸�]��¤
�������Gä$���m�¡�?�G·!§��M�2�G° �MÉ)���G§���� è �k�G�)��°I�G§
α = 3

¤!� ¬ x0 = 1
®Æ�!��ª��T§8:

(α, x0) = (1, 0.5)
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(α, x0) = (3, 1)

x

D
ic

ht
e

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

2.
5

3.
0

�	��°�: Ð �����¸�¦·!·!�G� ¬ ¤!�!�$���ºÉ2¤!� ¬ ���×°I�G§ ¬ ���â£ � �G�$��� ¬ ���éç ¹ � � °I°Ê�k� ¬ ��������§����G�G§ Ð
��,"��-�� ��� 7�� %�)B����)(<���� 7 <��	�
� <
����,"��-�� �.���
� %�)����B7���� <��	�
� <
�:���B7 )�)�)

���,���� ���?)(<����
%����?���.�������.�2#��;'&%�)*'+��,"��-.� /
-:��� -8!����(#&%('��������������������(# %�) '��8��%(#&%8/"6 7@'�������)(<A7�/5' ���.� �!��"	#�$�%$' � ,�������&
�	'!(�% /
��,�!)� ���?������*��*#+) ' -,+�
�������!����(' ��,"��-.��4�%�) /
- !
���(#&% '��.�������,�	������� #&%�) '�� ��%(#&%8/ 687@'����
��)(<A7�/5' �.�.� �!�	"�#�$�%$'
%.,�!)�����2#+) '
���.!�,�! ��*(#&%�).15# 7�� 
���,���� /�35#A�.7"4���,���-�� /�/�/ '-�.,�!)���	�.,�!)� '.�.,����!�0/21�!�� -.����/ '
�8�.! �!��� �
�����.!����.���*#�*��.�"���;#3/ #3/8' ,�!
��� #+�.,"��-��(' %54 )�6 / ')/�/!/�/ �
�	*��.�"���;#7/8#3/ '
,�!
�"�(# � '��@/5')/�/�/�/5'
,�!
���(#&�
����,"��-�� '��!��%�) /�/�/

%87 ���8���	�(#&%�) ' ���.!�,�! ��*(#&%�)�12# 7�� 
���,���� /�32#A��7"4���,"��- � /�/ '-������) <A7�/
,�! �����2# % 7@' 
����������.�*# % 7@'&%�)*'+��,"��-.� / '?,��
���87@' , 9�
�����/
,�! �����2# �2#&%�) ' %�) / ' �2#+) '&��,"��-���4�%�) / ' ,���������/

­T���¸ï
� ¬ ��� ¬ ���M���I±����G�����Õ��¤!� ¬º¬ ����·���� ¬ ��� � ·!�G�$��� è ¤!�!«;§�� � �
����®�¤!�T§�����:
;=<?>A@��k¤&£
¬ ���¦Þ�·!¤!�!�$� ¹ ß � °3��¶w�k�$�?:

C&:à�P�$®�Ö×�G§
X ∼ pX(x)

¥
x ∈ Z

¥&¤!� ¬ U ∼ U(0,1)
�?�G�G§��w�´ª^�º�¡�-ï
�!�G§�� � � �$� � F−1

X (u) Ð
W

{
F−1

X (U) = k
}

= W
{
FX(k − 1) < U ≤ FX(k)

}

= FX(k) − FX(k − 1)

= W{X = k}, k ∈ Z

�¦° ���G�
�×�	� � ·w�´ª��T§�¤!�!� �$� � X
�M¤Ü�$���
�������������+¥Ø�!�G°I°�§ °Ê�k� �k��� �Ä¬ ����«;�����G�
��§���d�k�!�8�³±��k�!�

k
¥w� �;¬ �kä FX(k) ≥ u

¥&£�Â!�����G�
� �$� ���
�����$���
����������§���¤!�!�Ì£ � ��° � ����§����G�G§��
B
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:´�����M������§����!��°I¶!�Ù�k������ª��3�G� ¬ ����£ � �G�$��� ¬ ���3�¦·!·!�G� ¬ ¤!�!�Í£�Â!�����G�
�

P3.5 ¹»v����§����G�G¤!�!�¡¤!� ¬ Ë2�$���
����������§���±�¤&£P�k�G�����5�k�!����� ¬ �k���$�M��§����G�G§8:!�[ß������i�Ù�k¤!§���� ¬ ���2±��k�!�����+¥�G� ¬ ���������G�
���&£ � �G�$�Í�G�!�����¦�����8��¤!�?¤!�!�
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VF und generierte Zufallszahlen

x

F
(x

)

u1

x1

u2

x2

u3

x3

��·�®��¡���Í�k�!�$���$��·����
�Ê�¦�G� � ���G§��!°�¤
�Í���8�k�G����������§ ¬ ��� � ·!�G�$� ��� � �8� ¬ ¤!�¸£[Â!�¸���G�
�³¶ � ���^� � �&î� ����§����G�G§����Vµ³:w±�¤!���^ª��!�
���G���������º�	�����Mª^�!�d¤!�!� �$� � FX
É2�G� ¬º¬ �k·����t���G�
���¦��«;¤!����� � �� ����ÉÆ��� ¬ ��§����¦��«;¤!����� � �
�^�k�&£R�k�!� Ð W{X = 0} = e−µ ® Ð

W{X = i + 1} =
µi+1e−µ

(i + 1)!
=

µ

i + 1
· µie−µ

i!
=

µ

i + 1
W{X = i}

Á �[ª5®����G�G�$��°3���G�ÃÉ2�G� ¬ ­;ª^�!���G§�§I�PË$®��$���w�k¤ ¬ �k�!� k
Ö©�k���k¤&£��$����¤&£P���+¥�É)���!�

U
�MÉ2����ª��
���

FX(k − 2)
¤!� ¬ FX(k − 1)

�G�����?§8Å ¬ ����@é�k�!����ª^�
���G�!�G��ª��!«$���G§ ¬ �0£[Â!������§
pX(k − 1)

:�¡��������É	�k��§�¤!�!�$��É)����§�£[Â!� ¬ ���Í�¦�!�5�k�!�
Y ¬ ���¦��¤&£���¤&£P� �$� �æ�PË$®Æ����§¦�k��� � Ð

E(Y ) =

∞∑

k=1

k pX(k − 1) =

∞∑

k=0

(k + 1) pX(k)

=

∞∑

k=0

kpX(k)

︸ ︷︷ ︸

= E(X)

+

∞∑

k=0

pX(k)

︸ ︷︷ ︸

=1

= E(X) + 1

è Â!�����G�
�
Pµ ¹ »v����§����G�G¤!�!� �?�G�G§ Ð E(Y ) = µ + 1
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