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6?:��������;���k�!�����
a � �
� b

�)�����!����� �&�S� �H�H�H��� �J�H�r� � ��¡
¢^�U�����$����£i� �
¤ �!���+¥¦���!�$�
{1, 2, 3, . . . , k}� �
¤ �$��� � �!�H�8:

�Q�$£"@§���!�
k = 20 ¨ �J�H�2�)����¢^�
�����[�-©
�k�U������£)@ª�k�!� ¤ ¢^�
���H�!�H��¢��!�$���H� ¤ �H�
� a � �
� b

�����«�k���H¬
­ ���H�®� �����H����� � �����3�w£�¯

° � ±�£�²����J�H�������H�´³U���¦���H�
���µ� ­!­ ��¶8©;�H�·�k���H¬$���¹¸ �
¤ �&� � ¢^�º� �!��¢��U�»±������N¢^�!�
����£ � ¡!���&��� ¤ �@ª�k�!� ¤ ¢^�
���H�!�H��¢��!�$���H� ¨ �)���!�
k

���H�
���?��¶½¼$�·� �w�k��¡!���H��¢^�
�5£¾���k�!�+� ¤ �8:!@ª� ¤ �����?�H±!� ¤ ��¢��� ¡!� k → ∞
¯

<&:�¿	���+���H�
���ÁÀ+¶½�����������Â�J�H��Ãd7?7?7?7JÀ+¶ ¤ ���Ä�?�H±!�Á� ¤ �&�����+�?��¶½¼$��Å¾���2�H�!�
�?:
�Q�$£�¿	� ¤ ���H�J�3���Æ³U���Ç�&����@ª�k�!� ¤ ¢^�
���H�!�H��¢��!�$���H� ¨ �J�H�	�!���2�·�k�»� � �J�H�
�!� ¤ �����H�
���»�?��¶½¼$���Å¾���2�H�!� ­ ��¶Ä687?7?7JÀ+¶ ¤ ���»±����$¶½�J�Â�8:

° � ±�£"@È���	¬U�������ÁÀ+¶ ¤ �	�Â¡!¼?���Á�·�k�3�?� �&� ��� ¨ �
�k�J�H�É�&���	@ª�k�!� ¤ ¢��
���H�!�H��¢��!�$���H�2���H�
� ¤ �?��¶½¼$���Å¾���2�H�!� ¤ � � �J�H�
�!� ¤ � 0.5
� ¤ �W¯

Ê&:Ë�Q�$£Ä�����H�$���¦³U���Â�&����ÌÁÍ5Í½ÎHÏwÐ ÑNÒ-Ó&ÏÆÔtÕ;Ö½ÎHÏ�×[Ò-ÓUØUÕUÖ$Ù

W

(

n
⋃

i=1

Ei

)

≤
n
∑

i=1

W (Ei)

� ±�£Ä�����H�$���¦³U���Â�&����ÌÁÍ?Õ8ÚNÏ�ÛWÛ�Í½Õ
×8Ð ÑNÒ-Ó&ÏÜÔtÕ;Ö½ÎHÏ�×[Ò-ÓUØUÕUÖ$Ù

W

(

n
⋂

i=1

Ei

)

≥ 1 −
n
∑

i=1

W (Ei)

Ã
:�Ýf�Þ�!��� � ¶½�H�$���
�!���»¿���¡
¢��$��� ¤ ¢��w�k�H� � �!� ¤ �H�
�"�&����ßv����±!�H�
� � �!�$���ª� � �w�k±!� � �!�?�H��¬$¶½�
���H�w�k�&à�!���W£2�J�H���?������¢��U±!�����H±����
�!���¾@ª�k�!� ¤ ¢^�
���H�!�H��¢��!�$���H� p
�
0 ≤ p ≤ 1

£��H�d�^�k�;�8:wá�����³;¢^�w�k�H� � �!�� ¤ �2�H�U�^�k�U� ¨ �)���!�â³U����¶½��¬$¶½�
A

�w�½¢^�
B ã ����¼$���Ä�½�k�!�+:

1 2

3

5

4

A B

E ¤ �����
� ¤ ²v�����H�?�!� ¤8¨ �
�k¼3�&����³;¢��w�k�H� � �!�Þ�H�d�^�k�;�2� ¤ � ¨;� �
� Vi
�
� ¤ ²������H�?�!� ¤8¨ �
�k¼Jßv����±!�H�&à� � �!� i

�H�U�^�k�U��� ¤ �Â�
i = 1, . . . , 5

£-:
�Q�$£"@È���·�«� � �����J���H� ­ � ¤�¤ ���
�!���J¥¦�����U�·�k�H�^� � �Þ¯»@ä���·� � ¼?� ¤ ��¢�� Vi

� �&� ¿	� ¤ � ¤ �&��� ¤ � ¤¥¦�����U�·�k�H�^� � � ¤ � �
¤ �&��¡
¢��$����¯
� ±�£�á���¡
¢��$���å³U���

E
�J�H�Áæ��H� � �¾¬$¶½�

Vi ¨ i = 1, . . . , 5 ¨ � �
¤ :



�[¢5£�¿	���d¡!���8���Ä³U�����&����áÇ�k� ¤ �����H� � �!�Â¬$¶½�â� ±�£ � � W (E)
�J�H�)æÁ�H� � ���!� ¤ ¸2�!�&�H����¶½� ¤ ���
�N¶kà����� ¤ � � ±������N¢��!�
���+:

° �[�w£�¿	�����N¢��!�
���Ü³U���
W (E)

�J�H��æ��H� � �Á�!� ¤ ³&�k���8� ¤ ¬$¶½���!���É¬$¶½�H� ¤ � � �
�&�H�$����@ª�k�!� ¤ ¢^�
���H�&à�H��¢��!�$���H� ¨ �H�
�!��� ³U���3� � ��¢^� �!��� ³U�^�k� �
¤ � �H�d�^�k�;� � �!� � ���U�W£�¬$¶½�§ßv����±!�H�
� � �!�å>�±��-à�&�H�!�$���+:
>&:�²��H�
����¬$¶½�Ä�N�����t¿	��� � �H�������Ü�J�H�������)���H� ¤ 687�� � �$���H�Ü���d��� � �H�����H�
�¾�·�k���U����������� � �$���S:
² ¤� ¤ ��±����½�k�!�U� ¨ �
�k¼ ¤ ��¢�� �&���3�·�k���;����������� � �$�����J�H�Â@ª�k�!� ¤ ¢^�
���H�!�H��¢��!�$���H� 2/3

�H�®��� ¤ �����¿	��� � �H�����Ç±��	�
�
�!���8:t³U����±����$¶½�J�3���§�&���J¥�
½�?�H��¢^�!�$���H� ¨ �!�H�d���������H�w�k�
�!����<?7�� � �$���H�å�J�H�� � ��¡
¢��;�����$�����w�½¢��»¿	���H����±����»� �
¤ �!����¿	��� � �H��������� � �N�����
���+:U@ä�����$���
���Ä³U���Á¬$¶½� ¨ �)���!�³U���Ç�&���Ç�·�k���;���������
� � �$���+�J�H�2��
½�?�H��¢�� ¤ �Á�
¶½�
����@ª�k�!� ¤ ¢^�
���H�!�H��¢��!�$���H���
�
�!���Ä��
;¢��d������¯
�Q�$£�¸Á�!�$���
¶½�J�3��� ¨ ³U�������U� ¤ ¢��
�����!��� ¤ ��¢��Æ�
� � ¡!� ¨ 687�� � �$���H�¦� �
¤ �!��� ��� ¤ ����� � �
�ª687

� � �$���H�Ü� �
¤ �!��� �N�����H�����Ü¿	��� � �H�����	� � �N�����
���+:!¥Æ�H���)����¢��
���Á@ª�k�!� ¤ ¢��
���H�!�H��¢^�!�$���H��
�
�!���¦³U�����&���Ç�·�k���;���������
� � �$���L¯° � ±�£"@ä���¾�«� � �������&���Ç¶ ­ ���H�·�k���Â¸ �&� �����H� � �!�Þ�!����������� � �!�$����¯
C&:�¸Á�!�$���
¶½�J�3��� ¨ ¬$¶½� 687?7·ß�Àr³;Ý����)�!� ­ ¤Ç¤ �H�
�Æ�H� á � ��¢�� ¤ ¢^�!�!�H���ÂÊ·�!� � ���U�8:�²��H�§� � ��¶½�·�0à��� ¤ ¢��
�����t� ¤ �Á�����$���!�U�����H�
���Ü� � �������)�!� ­ �H���?7�� �!����� � �H��� ¨!� �
�Ü���H�
���Ü�!� � ���;�������)�!� ­�H���?>�� �!����� � �H���Â�k� ¤�¤ ¶½��¢��
���+:

�Q�$£"@ä���¾�?��¶½¼J� ¤ �	�&���¾@ª�k�!� ¤ ¢��
���H�!�H��¢��!�$���H� ¨ �
�k¼3���H�Ü�k� ¤ � � �������?�k�!�d�������)�!� ­ �^�k� ¤^� ¢��&à�H��¢��Ä� � �Á� ¤ �W¯� ±�£"@ä��� �?��¶½¼»� ¤ ���&��� @ª�k�!� ¤ ¢��
���H�!�H��¢^�!�$���H� ¨ �
�k¼Ä���H� �k� ¤ �!� � ���;�������½�k�!�U�������)�!� ­ �^�k� à
¤^� ¢��!�H��¢^� �!� � ���U� � ¤ �W¯ÆÅ¾��±���� ³U���»���H�
�»²����;� � � � �!� � ¡!� �&���§� � �
�����	�k�������W¯0£ �U�����H�
�@ª�k�!� ¤ ¢��
���H�!�H��¢^�!�$���H�8:

¿	��� ¤ ­ �����]� �����H�L£m�Â�J�H�Â� ° £��)�����!���Æ�H���Á¶½�U¬$��� ¤ �k��¶½��� � � ±����w�k�
�!���H�8:

<



À 
 ¤�� �!�$���Æ� � ��Ê&:
¿��«�k���

6?:Ë�Q�$£�á¾���·¥¦�����U�·�k�H�^� � � �!� ¤ ßv��� ¤�� ¢^� ¤ � ¤ � M = {(x, y) : x, y = 1, 2, . . . , 20} � ���±�� ¤ �����d��� �
¤ m = 202 = 400
²v�����3���d�����+:������������k�!����� ¤ �H�
�»�����«�k���H¬ ­ ���H� ¨ �)���!�

¤ ���	�$���H�
���$���3���H� ¤ �k�3��� �i���H�����É�w�k±���� � �
�k±����w�½�k�!�3�·�k� ¤ ��¢��Þ� �&� �&���������H�J�5�k�!������;�����H�
���)�?������¢^�Ä<?7�±�� ¤ ¢��!� � �!�$���+:&á����Ç���k�!���!�����?¡!� ¤ ���H�$����ßv��� ¤�� ¢�� ¤ � �
¤ � � �!�$��� � ¼?�¤ ��¢^�È� � ��¢^� ���H� � �½¢^�
� ¤ ¸Á±!� � �!�����µ¶U�!����� ���f��� ¤»¤ ¢^�!�
���H����� � �J�H��æÁ�H� � �Ü�!� ¤ Ýf� �
� �
�§²�©;�;� �
¤ ��¶½� ¤ �$� ¤ �����8� ¤ � ¬U�?�S:tÀ 
 ¤�� �!�Ü� �

G��
���

E
	
¨ ¿	���3����� � �!�U£Ç±�� ¤ ���H�J�3���+:¿	���8����¢��!�
�����·�k�Ä�J�H�

Ep
�
� ¤ ²������H�?�!� ¤8¨ �
�k¼J±������!�����k�!�����Ü� � ��¢^� p

�����H�H±w�k� ¤ �H�
� ¨¤ ¶ �?�H�H�Á�J�H�
I = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}

Ù

∣

∣

∣

⋃

p∈I

Ep

∣

∣

∣
=
∑

p∈I

|Ep| − |E2 ∩ E3| − |E2 ∩ E5| − |E2 ∩ E7| − |E3 ∩ E5|

= 100 + 36 + 16 + 4 + 1 + 1 + 1 + 1 − 9 − 4 − 1 − 1

= 145

¥â�k�Þ±��8�½¢��U��� ¨ �
�k¼ �k�H�����!��¢^�d�2�!�H�!�$� ¤ ¢^�!������±����
��� ­ �?�k������� ¤ ���Äá � ��¢�� ¤ ¢^�!�!�H����� � �
��k�H����á � ��¢^� ¤ ¢��!�!�H������� 
½�
�������������&� � �!�"���N��� ¤ �H�
�F:
á����Â�$� ¤�� ¢��U���Â@ª�k�!� ¤ ¢^�
���H�!�H��¢��&à�$���H��� ¤ �Á�k� ¤ ¶ �$���$��±����Æ� � ��¢��+Ù
g

m
=

400 − 145

400
=

255

400
=

51

80
= 0.6375

° � ±�£�Ý ¤ � p1, p2, . . .
�&�����
¶½�H�$�Þ�!���������H�J�5�k�!����� ¨i¤ ¶�� ¤ �����H� � ­!­ ��¶N©&�H�·�k���H¬$����¸ �
¤ �&� � ¢^�� ¡!���&���Ç�$� ¤�� ¢^�d����@ª�k�!� ¤ ¢��
���H�!�H��¢��!�$���H� � ¡!�2�?��¶½¼$� ¤ k

�$���$��±����Ü� � ��¢��+Ù
∏

pi≤k

[

1 −

(

k/pi

k

)2
]

=
∏

pi≤k

(

1 −
1

p2

i

)

�r¡!�
k → ∞

�?�H�H�8Ù

lim
k→∞

∏

pi≤k

(

1 −
1

p2

i

)

=

∞
∏

i=1

(

1 −
1

p2

i

)

=
6

π2

.
= 0.6079

¿	���Ä:HÙ ¸��H�H�$���3���H�
�����?�H�H�8Ù
∞
∏

i=1

(

1 −
1

ps
i

)

=
1

ζ(s)

áÇ�k±����F� ¤ � ζ(s)
�&������×SÏ�
��½Õ
ÕFÐ ÑNÒ-Ó&Ï��rÏ��������FØUÕ����[×[Í?ÕwÙ

ζ(s) =

∞
∑

i=0

1

is

³U���Ç�$¶½�U¬$�����?������� � ¡!� s > 1 � � ¡!� s = 2
�?�H�H�8Ù

ζ(2) =
∞
∑

i=0

1

i2
=

π2

6

Ê



<&:Ë�Q�$£ÄÅ��H±!�·� ¤ N
��� Ãd7?7?7?7$£3À+¶ ¤ � � �
� k

��� Ê$£��?��¶½¼$�âÅ¾���2�H�!�
� ¨É¤ ¶â� ¤ �·�&���»@ª�k�!� à
¤ ¢��
���H�!�H��¢^�!�$���H� ¨ ±����

n
��� 687?7?7$£2������� � �!�$���Ü� � �J�H�
�!� ¤ �Á���H�
���»�?��¶½¼$���ÆÅ¾���2�H�!�»� �±����$¶½�J�3��� ¨ �$���$��±����Æ� � ��¢��+Ù

p = 1 −
N − k

N
·
N − k − 1

N − 1
· · ·

N − k − n + 1

N − n + 1
= 1 −

(N − k)! (N − n)!

N ! (N − k − n)!

áÇ�
k

�H� ßv�����?������¢��3� � N ¤ ���!���;�����H��� ¤ � ¨ � � ¼?� ¤ ��¢^�J�&��� ¤ ����¸ �
¤ �&� � ¢^��� ­!­ ��¶8©;�H�·�k���H¬� � ¢��Ä�2��� � ¶½�H�?� ¤ ¢��!�����H±����+Ù

p ≈ 1 −

(

N − n

N

)k

�Á¶½�!�;�����������?�H±!� ¤ ��¢��+Ù

p ≈ 1 −

(

39

40

)3

= 0.0731

° � ±�£�áÇ� � ¡!�2� � ¼·�$���H�����+Ù

1

2
≥

(

N − n

N

)k

=⇒ n ≥ N

[

1 −

(

1

2

)1/k
]

�Á¶½�!�;�����������?�H±!� ¤ ��¢��+Ù

n ≥ 40000

[

1 −

(

1

2

)1/3
]

.
= 8252

Ê&:Ë�Q�$£�á�����ßv�������H�!�H� � �!�Æ�!���¾¥¦���!�$���
Ei ¨ i = 1, . . . , n ¨ � � ¼?� ¤ ��¢��§�k� ¤ ßv�������H�!�H� � �!�»¬$¶½�� ­ �?�k���)��� ¤ �5£��&� ¤ � � �!�U�����Ü¥¦���!�$���Ü�
�k� ¤ �����H�����+Ù

n
⋃

i=1

Ei =

n
⋃

i=1



Ei ∩

i−1
⋂

j=1

Ej





áÇ�k�J�H� � ¶½�H�?���&���Â¿����w� � ­ � � �!�
Ù

W

(

n
⋃

i=1

Ei

)

=

n
∑

i=1

W



Ei ∩

i−1
⋂

j=1

Ej



 ≤

n
∑

i=1

W (Ei)

á������Á�!�?������¢^� � �!�Þ�?�H�H���)���$���
A ⊆ B =⇒ W (A) ≤ W (B)

:
� ±�£����½¢^�Ü�!���Üá¾�N¥¦¶½���d�k��� ¤ ¢��
���	�Á���$���H�»�?�H�H�8Ù

n
⋂

i=1

Ei =

(

n
⋃

i=1

Ei

)

áÇ�k�^� �
¤2� ¶½�H�?�2�J�H�
W (A) = 1 − W (A) � �
�ª�Q�$£	�&���Â¿����w� � ­ � � �!�
Ù

W

(

n
⋂

i=1

Ei

)

= 1 − W

(

n
⋃

i=1

Ei

)

≥ 1 −
n
∑

i=1

W (Ei)

Ã



Ã
:Ë�Q�$£ ��¶U�&�������¾�·�k�¦�J�H�
0/1

���H�
���!� � ���U��� � �H�U�^�k�U����ßv����±!�H�
� � �!� ¨�¤ ¶Þ� ¤ �����H�¦�$�N���H�?�
�������¥¦�����U�·�k�H�^� � ���$���$��±����Ü� � ��¢^�+Ù

M =
{

(x1, x2, x3, x4, x5) |xi = 0, 1; i = 1, . . . , 5
}

�r¡!���
� ¤ ²v�����H�?�!� ¤ Vi
�����=ßv����±!�H�
� � �!� i

� ¤ �2�H�U�^�k�U��� £��?�H�H���
�k�!�+Ù

Vi =
{

(x1, x2, x3, x4, x5) |xi = 1, xj = 0, 1, j 6= i
}

⊆ M

� ±�£�áÇ� ¤ � � �
¤ �k�J�3���!�$� ¤ �����N���5£�²������H�?�!� ¤ E
�����m³U����¶½� ã ����¼?� ¬$¶½�

A
�w�½¢^�

B
� £¾� � ¼?�¤ ��¢^�Æ� �&� ¿	� ¤ � ¤ �!����²������H�?�!� ¤�¤ � Vi

�2��� � ¶½�H�?�Á� �
¤ �&��¡
¢��$���+Ù

E =
(

V1 ∩ V2

)

∪
(

V3 ∩ V4

)

∪
(

V1 ∩ V4 ∩ V5

)

∪
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V2 ∩ V3 ∩ V5

)
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W (E) = 2p2 + 2p3 − 5p4 − p5 + 4p5 − p5 = 2p2 + 2p3 − 5p4 + 2p5
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W (E) = W (E|V5)W (V5) + W (E|V 5)W (V 5)

= W
(

(V1 ∪ V3) ∩ (V2 ∪ V4)
)

W (V5) + W
(

(V1 ∩ V2) ∪ (V3 ∩ V4)
)

W (V 5)

= [2p − p2]2p + [2p2 − p4](1 − p)

= 2p2 + 2p3 − 5p4 + 2p5
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W (A) = W (A|H1)W (H1) + W (A|H2)W (H2)

=
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= 0.6513
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W (A) =
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dm
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(1 − p)/p
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2 ln(9/10)
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W (C) = 0.97, W (G|C) = 0.9, W (G|C) = 0.95
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W (C|G) =
W (G|C)W (C)

W (G|C)W (C) + W (G|C)W (C)

=
0.9 · 0.97

0.9 · 0.97 + 0.05 · 0.03
= 0.9983

� ±�£
W (C|G) =

0.95 · 0.03

0.95 · 0.03 + 0.1 · 0.97
= 0.2271
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