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b1 Satz v.d voiisiéndigen Wahrscheinlichker
In jedem W-Raum (M € W) gt

[st (Hk)le eine endliche oder abzahlbare

Folge von Pcaarwe;se disqunkien Ereignissen

mit W(UH)=1 und W(H)>0 Vik=1(ON,

so gilt ¥ Ae

W(A) = ZW(H W(AH, )

Beweis: A= [An(UH)]uTAA(UH)]

k-1









48 Bayezafsc% Forme! S 31

Unter den Van. des Satzes v d. vollst W gilt
W(H)-W(A[H))
> WH)WCAIH)
Beweis: Zohler Multiplikationstheorem
Nenner Sotz v d vollst W

Bem.: W(H) ... A-priori- Wahrsch. der H,
W(H A) .. A-posteriori~W

W(H.|A) = Vi= 1N



Anwewduwg_a Quali%&‘cssicherung

P!"‘GCIUI('L& von VEFSCLI;ECJEHEH MGSCI’I;HEH

H‘J} ;H

W{H ) ... W(Stick von Maschine H )

A Ausschusssjtﬁck in Prociukjfiow
Frage 1: W(A) .. Svv W

Fmae 2.' WﬂhFSCI’I.f C!C]SS E;H AUSSCL]USSS%&C‘(

von der Maschine H. stammt

Buyes 'sche Formel W(Hi ] /’3\)

m



5. STOCHASTISCHE UNABHANGIGKEIT
$.32
UHCIH"IEIH I |(EI{I YOn ET‘ l H;S n
93 | eg se
Uﬂabhﬁnaigkeik von Versuchen

Definition: Zwe Ereignisse A und B emes
W-Raums heiben (stochastisch) unabhangig,
7 ALB, wemn W(AnB) = WIA)W(BY

51 Satz: For Ereignissa A und B mt W(A)>0
W{B)>0 W(A") >0 und W(B)>0

gIHZ' c
W(A[B) = W(A[R®) =W(A)




Anwenclung_: as Zfelnungem mit Zurﬂcklegen

Definition: Eine Familie (A, Lel) von Ereignissen
eines W-Raumes heiflen unabhdngig, wenn {ir

jecle, endliche Teilfamilie AH? . A"k SiH:
WA, n-aA) = WA)- W(A, )
._Anwenclu_ngv: 1} mehrfache Ziehungen

2) zusammengesa{z{e Versuche

M= {00, )+ e My} = McxM

|



52. ??’Gdﬂ!‘(%WGL’IFEC?‘?E;HEG%%EE%S?&UM&
K W‘R&UI’HE (ML}%;JWE.)} L=1(1)H
ClUf M.lx“'xM“ Wi’i"CI CIGS am WEHESS‘I:&H Umfﬂ-S‘-

sende Ereignisfeld betrachtet , das alle Menger
der Gestalt A x—xA wmit A e, enthalt,

Das so bestimmte Ereignisfe[d wird mit %f@;
beze;cbnejf*

Auf @f: ist mittels der W, folgendermater
etne eindeujrig bestimmte W—Vﬂa. W bestimmi

W(AH"““AH) - W1(A1)Wn(An) VAieéi
W heit Produkt der W-Vhlgen W, .. W,

}



Anwendung : nﬂmuﬂﬂes ziehen eines Probestickes

o

mit Zurﬂckleﬂen

Finzelversuch Mi, = {0‘,1} J WL ({1}) = p = ....3_

GESGH’I"}V& f‘SUCh IV

W, ({o}) - 1-p
=M, x-xM, ={0,1}"

Produkiwahrscheinlichketsverte; lung
W({(x1,---,xn)}) = W, (B W, {x,})

Da alle W

L

gleich

sind | gEH fir n—Tupel‘, die

genau k Einser enthalten :

W({("n “'}xn)})

_ Fk(1‘P)h-k



6. STOCHASTISCHE GROSZEN S %6

GI"S’BEH CiE VG?E;EFEH [fJZW. H;ch{deferminkﬁscln Siﬂd

Beispie\e: | ebensdauern

EEHI(UFHI'HEH einer Fii"l"ﬂﬂ HaChS{ES Jalnr

Wasserverbrauch emer Stadt w Jahr 2015
Eﬁmgri{ung: Opﬂmale Informajcion
W-Vilg
Och sind S.G. X Funktionen von Au_s_g_ii_ngem_

von statistischen Experimenten




B&isip;et: TEMPeraqurverlauf ;H 24- S{UHC[EH
(EXPEFEMEH{Z; VE?’SUCLISGHSSGHS UJ)

w=yQ)

)/ N2 "t
oG X(LU) = maximale TevnPerafur U—dim.)

2-dim. S6 ( Stoch. Vekor) y (. (” yiﬂ)
min y

Iste2s



B1: X ... Anzahl schlechter Sticke in der
S{ichpmbe vom Umfang n
W= (x, .. %,) € M™ it Me={0;1}

e

X=X(m) = gxi,

Definition: Eine Abbildung X:M—R" von einem
W-Raum (M€ W) fir die das Urbild

X'(B) ={weM: Xw) B} e L

jedes Rechtecks B =(a b]x - x(ay, byl
n fé Ueg’c} neant man  m-dimensionale SG.




Sonderfall m=1:
X:M—R wmt Xq((q;b]) € :é Y(ableR

Bemerkungz X messbare Funktion

HD'I?WGHC“Q ZUr BE‘,I“ECl’IHUHg C‘EI"

W-—Verjteilung von X
W{XeB} = W(X"(B))






L
EINDIMENSIONALE VERTEILUNGEN



2 VERTEILUNG STOCH. GROSZEN
Bestimmung der W- VErJre;[ung einer 1-dim. S6 X
ﬂ’ X: M:M Nn j {0;1:2; H 1 }

X((xn“‘;xﬂ)) = gxu
Fir ke M gt W{X=k} = W(X (kD)
=W({{x“ SHS M E ix- = k})
- %{} — W, x)) = > = P(1 P)

k

1 "']x’ﬂ}:

Ehi=k Ex

(D)p0-p)" Y k=0()n



_B;: Lebensdﬂuer eines Sysjce.ms aus n Kompc)*

HEH{EH T _ min {_E] ...}Tﬂ}

71 Ver{eiiungsfunk%ienen (1-dim.)

Defimtion: Die Vertelungsfunktion F() emer
SG X ist durch ihre Funkfionswerte

Fix) = W{Xéx} Vxe R
Bemerkunﬂ: {Xéx} 1= th((-m) x]) € é

= W{Xéx} ;sjc f:]e'finierjc



72 Sat b7 Far che \/F F() emer o6 X 91&
) R ¢l VxeK
(Z)

X, & X, = F(xi) < F(xz_)
(3} lm Feo=0 und lm Foy=1

X~ PO X b+ o0

(4) h'-ii'g F(X"*lﬂ): F(X) VX&R (‘recHssteJc]E])
(5) W{X=x} = Fx) = lim F(x-h) (lmkss GW)

hid

(6) a<b = Wia<X<b} = F(b)-F)

Zum Beweis : (1) Wahrsch, (2) (~w,x,] € C oo, ]
(AY=(5) crhunarinar (6Y fwm ol = (=0 b



Definition: Ist FC) eime 1-dim. VF, so heipt
fur PG[UJ] jede reelle Zahl Xp fir die giH

F(XP) = P ; E;YI P"" Frak{:;les_ .

BEmEFkUHS: Fﬂr X~ F(+) gi[Jc W{X:ﬁ.xp}=F
DE]Ei'niJl:lloﬂz' xﬂﬁ he Pt Medmn

Fix)
Bmsptel: | — —

4

Z

P
—'ﬂ‘.—'—"




.az.f.r’}_ —}/PEH VG V'ET‘%Q;LUHSEEH

a) ,_,c_iskre{;e Verfei[ungen_
VF {rePPenfSrmig

b) _kﬂn“nu;erliche Ver{.eglungen_

1 Dichtefunktion f:R ~[0,00) mbegrierbar
mit  Foo = g 'f({})c”: VxeR

¢) gem}scln{e Ver’ceilungen

weder diskret noch kontinuierlich,
eine Mischung von beidem Fix = «Fo+ (-0 i



& DISKRETE VERTEILUNGEN

3 héﬁl’l-‘é{:en-ﬁ ﬂbzah‘.bﬂl"" V;E.e a; € RJ ClI-e I‘(EiHEH
Houfungspurk haben, mit Wita) =p; >0,

fir die glt: &
ZP; = 1

=1

Die Wahrschemlichkeit emer be“ebfﬂan Bore[menge
B erhalt man fulgenderma%cn:

W(B) = 2— W{a})

{IEEB

Bemerkungenz 1) meist a e N,

2) X~ (Mx] pi)




Sjcclbc[iugramm,

i‘a
L l
Q aq, a, Ty
VE —
L wita,})
Y E"';; a, A1t



81 Dimcm\/er%&ﬁuwg STL e K
W({I*}) =1
W{{x}) = 0 Vxﬂl

| Bemerkung: Determinismus

82 D;Sl(EJEE G{EEGI’!VEP%EHUHS ij mE[N
XMDm it MK={1 2 .q.fm}

WY = WE2D = - = W) = =

Beispiele : 1) Warfeln, Roulette
2) SQK




8.3 Al%erm%?vveﬁaﬁunq AP , PE(OH)
X~ A, e M = 1{0)1)

W(‘H}) = fJ uncl W({O}) = 1—P
8.4 Bin&méaiver%&iiung B“’P , ne N, PE(0,1)

fihrt man n-mal unablnéinsig emen Alternabiv-
versuch durch, so ist die Anzahl der Einser

~ B“:P =7 Mx={0:1jz} ") H}

W({k}) = (E)pk(’l—p)"'k Vk=01n



Stabdiagramme verschiedener Binomialverteilungen B, ,

W(ik})
A
| | P=UJE
:E.Il“"'m > k
l PzE}JZ
I }h

.. _

il "
-|I| - )
' 10

i .
5 1 2




- Lo eptarluy
83 HFP&F%&@W&&F%EME@E \/ui”‘uﬁ-d-.dﬂﬁ HN’AFH

Zielnungen _Qh_ﬂe:__Zurﬁckleggn von n Si:ﬁck aus

nsgesamt N Stick von denen A Ausschuss
sind 3, A<N , h& N (Sfichprobenumfang n)

X = AﬂZﬂhl dﬁl"‘ AUSECl’IUSSS'leGkE l:ﬂ C‘ET SHCh-
Pl"Dbe

Mxn {0“014—1}0*-&2} "';ﬂz}
mit o, = max{0, a-(N-A)} q, = min{nA]

(A)(N-A)
Wila) -
=

ff“" a=q,(t)a,



Begrf_}nc{uﬂg: i(iussiscl‘le W—Deﬁﬂiﬁeﬂ }Cfl'r GUE
AUSWG}LE&H Yon N Elementew Qus N UOFhGHdE!’!Eh

(r:) m&g.iche Auswahlen von n FElementen

(A) méﬂ';Che‘ A“‘Sw‘jl"leﬂ von d Aumchusss%&cken

a
aAus Cl&ﬂ A AUSSChUSS.‘S%&G. en

(N‘M mfﬂg“;lne P\uswamen von n-a gujcen Skﬂck

h—43a 1 H
Qus C!E'.H IFESC}EE:GFH% N_,,A unEEH S'IZUC;[(EI'E

Aus L folgt die Formel /

Bemerkumq: APPrexima{;on fﬁr n < -%—

HNA I ~ anmﬁ-

LI



5.6 Foisson ﬁf&v*i;&;!.uﬁg P},,} p> G
KB e (M=,

.

W) = 5T g ket

Bemerkunﬂam Ol =1

X i k
Exponenhq[reﬁke & =2 L;

x={)

Anwendunﬂ fur Puanarm; e Ermgmsse
VEI’&IC"IE!’UHSS]CG le

Elemenfze*rfa svcrgﬁnge
Astronomie

M



Po_iss_on-*Pruzess_ Vomusse{zuwgeﬂ = F;l

Y

APPFOKEH’!GHDHEN i
B“’P ~ F:"'P fﬂﬂs n>o0 A P<11_U
N N
HNjAJnH P“% 'FGUS H“’«“{E A A‘ﬁ

8.7 Geometrische Ver{:e;lung GP , PE(0,1)

Wird em Alternativversuch AF umbh&ngig
durchgef{lhrjt} so 1st die Anzahl X der
Durchfﬂhrungen} bis erstmals , 17 auftertt,

9eﬂmejcr;sch Verfelrljf? X ~ GF" mit

!



X~ G, :@{sz N
W{X=n} = P'U_P)“-i Y neN

Bemerkung: Geometrische Reihe

O

> p(-p) =1 falls 0<p<t

=1



9. KONTINUIERLICHE EINDIMENSIONALE
VERTEILUNGEN

_K_Q_nj_t_;nu;erﬂclne SG.X nehmen alle Werte eines

Intervalls an (Konﬁnuum)) hre W- Vﬂﬂ. st durch
eine inlcegrierbare Funktion f('); gem:mnjc Dichte-
funkbion bestimmt )

FiR—[00) mt )Foodx =1

-

b
W([a,b]) = W{aéXé b} = Sf(x)dx



a b

91 Sabz: Fir konbinuterliche Verteilungen
bzw. kontinuterlich vt SG X mit Dichte fﬁ} ﬂiH::

) VF Foo-§f§df VxeR

il +



Bewels: 1) Foo = W((-« ﬂ) Qf(g)ﬁ%

)Dlﬁtﬁreﬂzlﬂzmrﬁ des 'njceqm[
%) WiXex} = gf(g>d§ - 0

Defrm{:mn [st M eine be. teb|9e Menge so st
c!ue. Tnd ku’cur{unkﬁan () ciner leil menge A

von M to gend&rmaﬁeﬂ gegeben

3 1 fir xeA .
IA(}{)' {0 far x{af\} Vxel




9.7 Uﬂiforme Ver%&s'[.ung Uub J a<b el
i
f(x) " b-a I(ﬂ,b)(x}
biu T | Rech{eckuer{ei[ung
| I -
: b "
F(x)
1 —
- 1 .
a b



o

93 Expenen%?aiver%eéguna Ex,ﬂ,} v >0

f[x) = 71: e T I(G ) (%)
Foo =(1-¢ I[ﬁ o

AHWEHCJUHQ WUT'IZE ZB!JCEH

FHIH: cre W{IT{EZEE{J

94  Standard - Normalverteilung  N(0,1)
. -
Dichte : VD Vxe K
VE 0 = S Pex) dx tabelliert




ad s

N(0,1)-Verteilung

05

&=
&
B3

-3 —2 ~1 i i 2 3.

b= 1-Py Vx>0




35 Migemain& N@rmoiveréeﬂwg N(rx}o‘z)
_Pﬂrqmefer PeR und ¢ >0
LA (x=py
FLK}EVZIFFEZ(F) VxelR

Sywmm etrische J _Guu‘ﬁ!sclﬂ& G[oc_!(eniﬁu_rve_

Abbildung

Esgi&: Die Funktionswerte der VF F(-{r,a‘f]
der N(fL,ﬁ'E) ernatt man durch:

Fix|p,e®) = @(5F)  ¥xeR



Normalvertetlung

Jx)




Beweis: F(x| o) = (et dt

0 :

U
Substibution ot ey | db=edu, —T—
. x|
—_iﬂmﬁ-e p“CJu
= d(2E) 7/

fo

BeweEm Lfl'

;egra[’cransformaffcm (VF)

gjc X+ > ~ N(m-rwﬁ,oﬁﬁ‘z) |



2.6 Loqarithmlschﬁ Normalverteilung LN(ILL,., :
| Farameter HER ¢ >0

DEfinijcion x>0 st vt LN(U«@’ . wern

ln X~ N(P &%)
Es giijc: Die VF der | N(JLJ &) lautet

nx pv
Fron () = ( JRNC

B&wegs-Fr L(x) = W{X-ﬂx}=W{lﬂX5lnx}
= (| HXIf&ﬁ“Jﬂi’(l"“ ) Yx>0 /




Es 35{{: Die Dich{efunk{ion der LN(F.Jﬁ'?') st
__{E ’.HJ}-—’& *

FOx] %) = wifﬁ? e ( )I
Bewels: Ablei{uﬂg der Verjceilungsfunk{:inn

B&merl{unﬂf Dichte 1st rechjrssch:'ef und linkssteil
( Abbildung)

Dﬁfllﬂ;'li;ﬂﬂ: Fﬂ“.S E‘.;HE DiGl’T&EfUHkHGH genuu E;H

Maximum hajc, nennt man den Abszissenwer?

des Maximums den Mmclus der Dichte

(0,009




244

Lh—

a.b-

(bt

2.0

-
I._._.“

___ __ .

.22 "m r...:..rr...
] [l -
Rt
—_
T——

q.p-

n.o 05 4D 5
2N
1.5 et

! .,..

T

i / 0= ‘__.-.u-_w

fd]




10. GEMISCHTE VERTEILUNGEN

Definijcion: 1
noch kontinu
tellungen

~dim. Verjceilungen} die weder diskre
ierlich sind, heifen gemt.scme Ver-

10.1 Satz: Die VF Ft) emer 3em§schfen Vertel -

lung st erne

VF E(-) und

Konvexkombination einer diskreten
einer kontinuierlichen VF E(-)}

Fooy = fJELK)-i-U"p)-E(x) VxeR
mib 0<P-=’-1.



BZ: lebensdauer einer G[GHumPe . X
Zet st kontinuterlich . aber W{X=U} '3"0),
daher 1st X nicht kontmuterlich verteilt .

[st aher X‘}*O; so ist die Lebensdauer
durch eine sog. modifizierte Dichjcefunk{:ion

f:*: [U, ﬂﬂ) = [GJ m) mit
(Foode = 1= W{X<0} bestimmt.

0

Verteilung von X o Fir 10,b] < [0,00) qilt
| b
Wi0=X <b} = W{X=0} + (£ d



B_?J: qu’ceze;{ an ejner VErkelarsamPe[
Grﬂinphase G[SE.C..]J RG{Pl‘lase b[sarz.]
Ankunft  zufallg .. T ~ U

d, a+h

f)
k

o X —
4 1 i L
a+b : g

0 : Gb-x  arb




__Wurjcezeif X

xz{o fir Te [0,
a+b-1  fur T e [a,a+b]

W-Vilg. von X

W{X=ﬂ} = W{Te [0,{1)} = a{:—b > 0

W{O“-Xéx} = W{Te[mb—-x,m—b)} = ﬁ:b
fﬁr deéb

W{X>k}=0



ye_rfe;luﬂsfunkjr;cnﬂ von X ;

(0 fur  x < 0
F{x}= { ﬂf—b + aib fﬁr ex<h
k)! ffir x)l‘:r

s R
Lo 2



L1

Ubunﬁf Besﬂmmunﬂ der moc“fizier’ten Dichte ff}

” _ o
0.2 Mischverteiiunaen

Diesa entstehen als Kombination von VH. E{-}{,
i.=1(1)m} Gewichte D(;_}O Vi=1{(1)m mit émﬁﬁ:

iy

Fixy = >_oFoo VxeR

L=1

—t

Beispiel: Zusummeﬂgese{z{e Waren[ieferung

Bemerkung: Mischver{e;lungen konnen auch konti-

W 1 1 1 [
I"IUI@.IFI.ICI’IE: v&r%&llUHQEH sein .



