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Kapitel 1

Grundbegriffe der Analysis

Notationen: Mengen, €, N, U, \, A, Uivﬂ Ay, ﬂivzl A,
V, A, =, <=, V, 3
N={0,1,2,...},Z, Q,R, C

1.1 Komplexe Zahlen

z=a+ib, ab e R, i?=-1
a = Re(z)
b= 1Im(z)

b

——t
S

Abbildung 1.1: Komplexe Zahlen in Polarkoordinatendarstellung

z = a+ib=]r,¢] ...Polarkoordinaten

r = Va?>+b =|z| ... Betrag

¢ = arg(z) ... Argument (mod 2m)
tanyp = b
COS g

Addition von komplexen Zahlen:

zZ1 — a1 +Zb1
zZ9 = a9 +Zb2

21+ 22 = (a1 + az) + i(by + b2)

Mulitplikation von komplexen Zahlen:



Abbildung 1.2: Graphische Darstellung einer Vektoraddition

AR = (a1 + ib1>(a2 + ZbQ)
= (a1a2 — b1b2) + i(a1bs + azb1)

|21 22| = |a1] - |22]

arg(z1 +22) = arg(z1) + arg(zq) mod 27 (Drehstreckung)

Konjugiert komplexe Zahl:

=a-+1b

z
Z=a—1b

wl

Abbildung 1.3: Graphische Darstellung eines konjugiert komplexen Zahlenpaars

Zl+22:Z_1+Z_2

Re(z) = 22
Im(z) = 55~
|Zl'2’2| = 21 R9 21" %9

— 21.22.2_1.2_2
= Z1'Z1"%2°22
= |al?- |



= |21 22| = |21] - |22]

Division von komplexen Zahlen:

1

ST S
R
(22 #0)

| 2esi_ (24 30)(1+20)

1=20 7 (1 — 24)(1 + 24)
N—————
5

Beispiel 1.

ZL
z2

- %’ arg (E—;) = (arg(z1) — arg(22)) mod 27

Moivresche Formel:

|:z:|z|~(cos @+isin @) :|
p=arg(z)

(cosp +isinp)™ = cos(n - )+ isin(n - @)

Re(z) = |z| - cosp
Im(z) =|z|-singp

Einheitswurzeln:

2" =1 Wurzeln: n=1: {1,-1}
3. 1, V3 _ 1
n=3: {—1,—§+’LT,—§
n=4: {1,-1,i,—i}

zj = [1,%1],]’6{0,1,...,7171}

=i(—4+7)=-2+1i

i (s (5) =)

Abbildung 1.4: N-te Wurzel einer komplexen Zahl ergibt ein regelméafiges N-Eck

n-te Warzel: w e C, 2" =w, 2= {Yw

n

w = [R, ], z:[?/E,%Jr2”},;‘6{071,...,71—1}

Beispiel 1.2 w=1+1i, n=7, |w|:\/§, p=1=



c=VTF = [V3E] (=0
= [V2g+¥] (=1
(VaE+% G-2)

Quadratische Gleichung:

2242242 = 0
s = —1£I-2=-1+-1
= 1=
2242242 = (2—21)(z— 22)
= (+1—d)(z+1+9)
= 22— (21+22)2+212
224pz+q = 0 p,qeC
2 = —B+4 /B g
: p) 1
224pz+q = (2—21)(z— 2)
p=—(a1+2) }Vietascher Wurzelsatz
qg=2z1"%22

Fundamentalsatz der Algebra:

an2" + an_12"" 1+ ...+ a1z +ao (=0), a; € C, an #0
= d21,...,2, €C

anz"+ ... +ag=an(z—2z1) (2 —22) ... (2 — zn)

Z1,...,2n sind Nullstellen des Polynoms

1.2 Folgen:

(an), n € N = (ag,a1,az,...)

Abbildung 1.5: Werte von Folgen auf einer Zahlengerade

1

.. o, B
Beispiel 1.3 a, =n*,a, = T

H&ufungspunkt:

a€ HP(a,), neN <« Ve>0 VYN >0
In>N: |a,—n|>c¢€

In jeder Umgebung von a liegen oco-viele Elemente.

Satz 1.1 (Bolzano- Weierstrafs)



[ | \
\ ! Y
€ €

Abbildung 1.6: Differenz liegt immer innerhalb eines Haufungspunktes

(an) beschrinkt = 3 HP(a,)

[ 3C>0 VneN Ja,| <C ]

Abbildung 1.7: Werte einer beschriinkten Folge
Grenzwert:

a=lim, 00 a, <= (i) (ap) beschriankt
(ii) a einziger Hiufungspunkt

<— Ve>0 AN >0

Vn>N: la,—al <e

lim superior: lim,,— oo = limy, oo sup a, = grofiter HP
Beispiel 1.4 a, = (-1)", lima, =1

lim inferior: lim, , . a, =lim inf a,, = kleinster HP
Beispiel 1.5 a, = (-1)", lim a, = —1

< lim a, =lima, = a

an <b, — lima, <limb,
lim a,, < lim b,
[lima, <limb, ]

Uneigentlicher HP: 400, —c0

>~ ist HP vona, <— VK>0 VN>0 dn>N: a,>K
—ooist HP vona, <= VK<0 VN>0 dn>N: a,<K

In>N:a, > K < lima, =+

Uneigentlicher Grenzwert:

limy o0 Gp = +00 <= lim a, =lima, =400
~— VK>0 dN>0 Vn>N: a,>K



Nullfolge: lima, =0 [an — 0]

e a, — 0, b, — 0 = ay, £b, — 0
e a, — 0, b,, beschrinkt = ay - by — 0
e a, —a <— a, = a + (an —a)

konstant  Nuyllfolge

Grenzwertsitze:

® a, — a, b, — b S a, £b, - axb
lim(a, +b,) = lima, £ limb,]

Beweis: a, +b, =a+b+ (a, —a)+ (b, — b)
———

e a, —a, b, — b

, ApeR = Ay, + by, — Aa + pb

[lim(Aay, + pby) = Alimay, + plim by, |

e a, — a, b, — b, Ei Ay by —a-b

[lim(a, - b,) = lima, - limb,, ]

Beweis: a,, b, =a-b+a (b, —b)+ (an, —a)b (beschrinkt)
—_—
—0 —0
—_—— ———
—0 —0
® a, — a, b, — b#0, — %_,%
: a, __ limay
hmb_n ~ limb,
ee On _ a
Beweis: =gt ?

Beispiel 1.6

_ 2n%—3n+3 _ 1
n = 3Fp553p2-1 = /73
_ 2-3-4543-% B
e
= (-0 =5L-0 =450 =5-0)
n n n n

_ 2
= — 5

e a, — 0 — aL =0

n
e a, —0 _ aL = 00
a, >0

e a, monoton + beschrankt = konvergent

Grenzwert = kleinste (Sr?t%rree) Schranke



Abbildung 1.8: Bei einem Grenzwert existiert eine obere/untere Schranke

e b, <a, <cy, limb, = lime, = a = lima, — a
Cauchyfolge:
(an) : = Ve>0 IN>0 Ym,n >N lam — an| < €
Satz 1.2 a, € R: (an) konvergent = (an) Cauchyfolge (C.F.)
lan, —al <e
— = |ap — am| < 2€
lam —al <€

<= zu zeigen: lim a, = lim a,

Folgen in R™:

ne
a, = : a? eR

e
Satz 1.3 a, — a

agll) a® ag) —a®
a, = : a= : <~

aglm) a(m) a%m) —al™
= Ve>0 dN>0 Vn>N: lan, —al <
Satz 1.4

Zn — 2 <= Re(z,) — Re(z) Alim(z,) — lim(z)
Zn,2€C <= Ve>0 AN>0 Vn>N: |zn, — 2| < €

<~ liml|z, —2|=0

Abstandsbegriff (Metrik):
X ...Menge # 0
dXxX—-R

(z,y) — d(z,y) ... Abstand von x zu y



(X,d) ...metrischer Raum

an,a € X, lim, ,.oap=a <= Ve>0 dN>0 Vn>N:

— lim,_d(an,a)=0

Beispiel 1.7

X =C, d(z,w) = |z — w|

d(an,a) <e€

X=R", dzy =lz-ylh= GO —yD)+. + @0 —ym)

Z1 Y1

1=
I
|
I

Tm Ym

1
p=1 dxy) =lz—ylp:= (Jo® —yDP+ . +am —ymp)r

(LaPlace - Abstand)

dz,y) =] 2~y llo == maxigjcm |2 — V)]

(Mazimum - Norm)

Beispiel 1.8
X =C[0,1] = Menge aller Funktionen
{ f:[0,1] — R stetig }

d(f,9) = maxo<a<i [f(x) — g(x)|

d(f,9)

J
/><|>094

Abbildung 1.9: Distanz zwischen zwei Graphen

Kugelumgebung: K (z,y) ={x € X | d(z,y) <r }
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e-Schlauch

Abbildung 1.10: Epsilonschlauch beim Approximationsproblem

1.3 Reihen:

>0 o an ... unendliche Reihe ag + a1 +az + ...

Beispiel 1.9 14+ + 1+ 45 +...=2
Sp=14+4+1+.  +k=2-5
Partialfolge:

Snzzgzoan:ao+a1+...+a]v

Definition 1.1 ZZOZO a, konvergent <= Sy konvergent

Yol gan = S<=Sy— S

= hmnaoo (ZZOZO an)

Satz 1.5 > -, a, bzw. =a, =0

Beweis: a, = S, —Sp-1 — S-5S=0
—~ ——
5 §

ea,—a#0 = >, ay nicht konvergent

Beispiel 1.10 1 —1+1—-1+1...

Harmonische Reihe:

S L =143+ 1+... nicht konvergent

n=1

150

n

Sox = 1‘+% SRS O G G +...+‘+ﬁ+...+%
> | +3|+i+I| it +rarE|+- +‘+2LK+ + 5%
_ 1 1 1 1 1| _ K+1
= | +L+3+3]+ +‘+§ = K4l

10

v



= Sy unbeschrinkt = E% nicht konvergent

Geometrische Reihe:

anoq”:1+q+q2+q3+...:1%q fir | <1, geC
{ Sy = l4+qg+...+q"

Sn = g+ P+ "+ nH_p gt
,737717,37277776177{77 :S"_qqfllzlquq

Sp=n+1 (¢g=1)
e |g| > 1= |q|" = co = > ¢" nicht konvergent
o g <1=4q"—0
Cauchy’es Konvergenzkriterium:

> n>0an konvergent <= Ve>0 IN >0 Vn,m<N: ‘Zz_mﬂak

(Sp) konvergent <= Ve>0 IN>0 Vnm<N:|S,—Sn| <e€
Sn = Sm = Xjmm1 O

ap+ar+...+am+amy1+...an+

Definition 1.2 }° ,a, absolut konvergent <= 3" . |ay| konvergent

Satz 1.6

> >0 lan| konvergent

a,| absolut konvergent =
Zn20| nl g ano lan| < 0o

= >~ Gn konvergent

< Y hema1 lax| < € (Dreiecksungleichung)

Beweis: ‘ > a1 Gk

Majorantenkriterium:

11

<e€



ZnZO [
lan| < by, = > a, absolut konvergent

> >0 bn <00 (konvergent)

S ZZ:m-i—l |a’k| S ZZ:m-i—l bk <€

Beweis: ‘ D 1 Ok

Minorantenkriterium:

ano U,

|an| > b, >0, = > a, nicht absolut konvergent

> n>0bn =00 (divergent)

Beispiel 1.11

> om0 W
n=0 n2+1
n 1 1
e gl n>1

D>t 3+ divergent = Y -2 divergent

Wurzelkriterium:

ano Gn

L3g<t Ylal<q (02n0) [T {/Jan] <1

= > a,, absolut konvergent
2. 3¢>1 #¥/lan| > ¢ fiir unendliche n <= {Emam Y lan| > 1]

= > a, nicht konvergent

Beweis:

L Y]an| <q = lan| < ¢, 0<g<1
3" q" konvergent

= > a, absolut konvergent

2. Yan| > qg>1 = |ay|>1 = lim,0a, #0

= > a, nicht konvergent

Beispiel 1.12

Yo m, Y& Vﬁg_’l — % <1 =) 3 absolut konvergent

12



Quotientenkriterium:

An41
an —

1. dg<1:

<qg (n>ny) = {limn_,oo

Y oo @n absolut konvergent

An+1
an —

2. d¢g>1:

Y oo On divergent

(n>ng) <« {limnaoo

Beweis:
) aal =3 ag " 00
< q-q9-q q-ao
= q"-ao, 0<g¢g=<1
®)
Beispiel 1.13
0 s +1 1
n 3n+1 n
2 n=0 3 E 5| 73 <l
= ). 3r absolut konvergent
Exponentialreihen:
n 2
2€C, =YL =14+z+5+...
z'n.+1
an =2, aZT ‘(n%)!‘ii|1ﬂo<l
= 3 2. absolut konvergent
cos(z) = “—H—, sin(z) = <55
Potenzreihen:
z€C, an € C, f(z):=>an 2"
Ri=—21 — €[0,00] Konverganzradius
limy, oo V/|an| [ ] &
e 2| <R = Y a,-z" absolut konvergent
e |z| >R = Y a,-z" divergent

limy, oo ¥/]an - 27| = |2| - lim,,

oo @|an|::%%

13

An41

An+1

-
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Abbildung 1.11: Konvergenzradius einer Reihe

Leibnit’sches Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen:
ano(*l)n *Qn, an > 0,

a, monotone Nullfolge (ap > a1 > az...—0)

= > ,>0(—1)" - an konvergent

=ag—a1+ay—asz+...

Beispiel 1.14

+ .=1n2

N
alf=

=n" _ 1,1
Yar=l-gts-

ai

=

ao

Abbildung 1.12: Graph. Begriindung der Konvergenz einer alternierenden Reihe

Beispiel 1.15
konvergent fiir o > 1
s )
divergent fiir a <1
1 1

S2K71 = 1+2%+3%+4_a+m§

2}(—1

< 1+2%+4%+---+W=

IN

1 1 1
= 1+2“—’1+W+"'+W

a>1:>F

14



YL <o = Quotientenkriterium versagt!
n

Satz 1.7 > a, absolut konvergent

= jede ungeordnete Reihe konvergiert auch, und zwar zum selben Grenzwert

Beispiel 1.16

1 1 1 1 1 1 1
l+s+z+7z—5+5+g+- -+ -5+

W=

2

ist nicht unbedingt konvergent - “jedes” Verhalten kann auftreten ...

Cauchyprodukt:

(ap+al+..)(bp+b1+...)

= agbo +aoby + ...+

+a1bo + arby + ... =
= ao-(bo+bi+..)+

ar- (bo+bi+..)+... -

= apby + apb1 + a1bo +
— ——

Cco C1

+ (aobs + a1br + azbo) +

C2

= 0O arbng)
k=0

—_———
Cn
Satz 1.8 > an, Y. b, absolut konvergent =
1.3 O h o arbn—k) absolut konvergent

2. ZZOZO(ZZ:O akby—r) = ZZO:O Qn - ZZO:O bn

Beispiel 1.17

e = ZZO:%_’ absolut konvergent (z€C)

15



m

n
¥ eV = Y S0 AT Dm0 T =

— co 1§k wntE
= Xn=o i k=05 n—R1 =

Srad X (p) et -

(z+w)"
= ¥ (z+w)™ - ertw
- n=0 n! -
_ ei% Lo~ i% _ (— 1)k 2k
cosz = 2 = koo TR
2 4 6
= iz 4z _z
= 1-5+5 -5+
. _ et% e~ 1% _ _1)k 2k+1
sz = 2 = koo TR
3 5 7
j— z z z
cos(z4+w) = cosz-cosw —sinz-sinw
eiztiw ,—iz—iw
= e
_ eiz_’_efiz . eiw_,’_efiw
- 2 2
sin(z + w) =sinz - cosw + cos z - sinw

(sin2)? + (cos2)? =1

coshz = &Hr— =377 0( p=1h 5+ 5

z —z 2k+1

7 e —e ZS 25
sinhz = <= Zko(%Jrl) 2+ 5+5+. ..

cosh(iz) = cos(z)
cosh(z + w) = cosh(z) - cosh(w) + sinh(z) - sinh(w)
sinh(z + w) = sinh(z) - cosh(z) + cosh(w) - sinh(w)
(cosh z)? — (sinh z)? = 1

1.4 Stetige Funktionen:

{z, f(z) | z€eD} Graph einer Funktion

xo € D ... Definitionsbereich

16



Abbildung 1.13: Graphische Darstellung eines Graphen f(x)

f stetig im Punkt x¢: <
1. (), m>1 Folge mit limz, —» x¢ = 3 lim,—oo f(Tn) = f(z0)

(Folgenstetigkeit)

Kurzschreibweise: lim, .., f(z) = f(z0)

22.Ve>0 35>0 |r—wmo|<d = |f(x)— f(zo] <e

Abbildung 1.14: Graphische Darstellung der Umgebungsstetigkeit eines Graphen f(x)

Umgebungsstetigkeit § = d(e, xo)

(1) = (2)

Definition 1.3 f: D — R, DCR

f stetig auf D: <= f ist fiir alle ¢ € D stetig

Definition 1.4 f: D — R, D CR gleichméBig stetig

Ve >0 36>0 Va,yeD: |jz—yl<d = |f(x)—fly)|<e

17



Beispiel 1.18
flz) =2
fl)=ao+az+...+ aqr? (Polynom)

j J
Tp — To = T} — T

d i d j
) )
= ijo ajlyn — ijo a;Ty

f(@) = f(zo)

flz) =88, p(x),g(z) ... Polynome,  g(ag #0

= f stetig in ¢

Satz 1.9 f, g stetig
= (1) f+g stetig
(2) f-g stetig

(3) 5 stetig (falls g # 0)

Satz 1.10 f,g stetig = fg(z)) stetig

Beweis: ©, — x9 = g(zn) — g(xo) = fg(zn)) — f(g(x0))

Definition 1.5 (X,d), (Y,d) ...metrische Riume
f:X=Y zoeX

f stetig in xp: <=

1 an — xo = flzn) = flzo):

limg .y, f(z) = f(z0)

2.¥Ye >0 35>0 d(w,mo <6 == d(f(x),f(z0) <ce

Beispiel 1.19 C, R™

Beispiel 1.20 Projektionen: R™ — R

Z(1)

T = : — (1) stetig

18



Beispiel 1.21 f(z,y,2) =3 +4x22 — 53 ...

(Zusammensetzung stetiger Funktionen)
Beispiel 1.22 f(z) =¢€* C—-C

1. lim, ,ge* =e® =1

< 220:1 |2["

s — 1] = \2;7_1;—1

stetig

|2| 1
1—|z] (n! —

(ohne Beschrinkung der Allgemeinheit: |z] < 1)

:>lim‘z‘_,0 |6271|:0 —

2. lim,_,,, €*

lim|Z_Z0‘_,0 e =

ez — eZ() . ez—zo

Beispiel 1.23 sinz, cosz, sinhz,

Satz 1.11 f(z) =)_, sqanz", |2|<R=

cosh z

lim|z|_,0 ef=1

Z 3 z—
e - lim,_, | ~o€

. stetig

1
limy, — oo n\/ |an‘

20

Z

e

Abbildung 1.15: Konvergenzradius einer Reihe

ist stetig fiir |z| < R Re[0,00]
Satz 1.12 (Nullstellensatz)

f:[a,b] — R stetig

fla) <0, f(b)>0

= ¢ (ab): f(§)=0

19
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Abbildung 1.16: Graphische Darstellung des Nullstellensatzes

Beweis:

L1 C 1, [(Ins1) = 3U(I), §:=Np>1In
an — &, flan) <0

by, — &, flan) >0

fstetis = f(an) = £(€) <0
b(an) — £() = 0

=  f(§=0
Satz 1.13

fia,b) = R stetig
fla) < f(b)
= Vnelfla), fO) FEela,b]: f(§)=n

r
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
|

[ T

S
-t

Abbildung 1.17: Graphische Veranschaulichigung des Satzes 1.13

Beweis:
glx) = flz)-¢
g(z) = 0+ f(z)=¢
gla) < 0
gb) > 0

20



Satz 1.14
f:la,b] = R
1. f:[a,b] — R gleichmiBig stetig
2. 3& €la,b]: f(&) = maxa<a<y f(2)

3& €fa, b f(&2) = ming<,<p f(x)

Beispiel 1.24 f(z) = 1, x € (0,1) stetig, nicht beschrinkt

x

Umkehrfunktion:

Satz 1.15 [ :[a,b] — R stetig

1. 3f~Y(z) <= f streng monoton

2. f~1(x) stetig

Beispiel 1.25
fl@)=x stetig (x >0)
f(z)=Inz stetig

r<y = e*<eV=e"-eYT > e”
~—
>1
>0 = et>1+t>1

Beispiel 1.26 f(z) =e* (x € R)

er>14+x— o0

Abbildung 1.18: Graphische Darstellung der Exponentialfunktion

streng monoton, Intervall im Bild 1.18 = (0, 00)

Umkehrfunktion:

f~Yx) =Inx (x> 0)

21



Abbildung 1.19: Logarithmus: Umkehrung der Exponentialfunktion

streng monoton, Intervall im Bild 1.19 = R

In(a - b) = In(a) - In(b) [<— \ei/\ei/ = % 1Y
=a =b

In (1) =—In(a), In (%) =In(a) — In(b)

Allgemeine Exponentialfunktion:

a >0, a® = evna ad=a-a-a e3lma — @) — g3 = q.4q.q
ail)
aI
(a>1)
0<a<l)

Abbildung 1.20: Graphische Dartstellung der allg. Logarithmusfunktion

AtV = g7 . gV 4T = L

Allgemeiner Logarithmus:
f(z) =a”, (a>0,a#1)
fHz) =log, z = 2L, a>1

Beispiel 1.27 Winkelfunktionen:

cosx stetig, xR, cos0=1, [cos(z)| <1
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Abbildung 1.22: Graphische Darstellung der Cosinusfunktion im Nullpunkt

(cosz) = —sinz cos?y +sinz = 1
T\ ™ . LT . - -
cos (x4 %) = cosx - cos 5 —sinz-sing = —sin(z) = —cos (§ — )
—— ——
0 1
cos (% — CL‘) =sinx
. cos(z +2m) = cosz
sin(z +27) = sinzx
x
\ 27
v
Abbildung 1.23: sin und cos durchlaufen einmal den Einheitskreis
zeC
z=|z|-(cosp +isinp) =|z|- €% [cosz+isinz=e"”]
cosx +isinx = e
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Asymptotische Beziehungen:

f(@)=0(g(z)) z=—z0) w0€[-00,00] <= [f(2)]<C|g(z)
(in einer Umgebung von )
J@) =olg(@) (w—0) wo€l—00,00] = limy, L =0

<
/\
\./

f(z) ~ g(x) (x > x9) xzp€[—-00,0] <= hmgv_,%gz
= flz)=g(x)+

/\}—‘
/\
\/
~—

1.5 Differenzierbare Funktionen:

f(@) = flzo) + _k_ -(x—w0)+o(z — x0)
=f'(zo)
= Geradengleichung

Abbildung 1.24: Approximation einer Funktion durch eine Gerade

— 7f(lgz_f£’”°) =k+o(1) (x —x0)

= 3 limy_,, LB=L@) — f1(50)

T—XTo

Eine Funktion ist differenzierbar in einem Punkt, wenn sie sich lokal um diesen Punkt durch
eine Gerade approximieren l1&ft.

Ableitungsfunktion:

x— f'(a)=E

Satz 1.16 {’ differenzierbar = f stetig
Beispiel 1.28 f(z) = z*, fl(z) =a- -zt (") =e”
f: R—=R

F(@,y) = f(0,30) + i - (@ = m0) + ko - (y — o) +0 (|2=22))

ki =limg 4, —f(z’yogz:iixo’yo) 1= %L (0, 0) (y = o)

ko = limy ., —f(mo’y;:]ycs%’y(’) = 2L (w0, 0) (z = z0)
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N
-

(z,y) R?

Abbildung 1.25: Darstellung einer Funktion mit 2 Variablen

fey) = f@o,y0) + L (wo, o)z — o) + L (y,90) +0 (12720) =
= flan) + (3 G0mn)- Flann)- (3730)) +o (| 5732])

Definition 1.6

f: R" = R" differenzierbar in xg : <= 3 A € R"*™ : f(z) = f(z0) + A (z — 0) + o(|z — w0])

e) o)
gr@) - gin@)\
fi(z) A= : : = 6—£ (z0)
= : dfn d -
1) ' g (@) .. gl (x0)
(Funktional- oder Jacobimatrix)
Satz 1.17
f stetig differenzierbar = f differenzierbar = ng;
(gf:] stetig) & <
<::> f stetig

Beispiel 1.29 f(z) = 23

f@)—f(xo) _ @=z) _ (z—mo)(@’+azota])
r—x0 ~ x—x20 (z—z0)

:x2+xm0+x%

f@)fGo) _ 3,2

— llIIlz_,I0 T—x0

(™) =n-x

Beispiel 1.30 f(z) =e* = (ef”)’ — 7

Beweis:
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f(x)—f(xo0) _ e’—e"0 %o et —1

Tr—xo xr—xo .T_CL‘O
—1
et—1 _ t+%+¥j +... -1 t +2
7 = 7 = "rg‘f'g-i-...
—ettl_l‘§|t|+|t|2+|t|3+---:%—>0 fiir lim [¢| — 0
oder:
‘,1/‘2 I3

O+1+az+2 +2 4.

(€)'

Satz 1.18

B on -1
f2) =2 s00n 2 |2 <R T — oo /]an]

= V20| < R:lim,_,, f(z)=f(z0) 2721 Qp -m - 2" 1

zZ—Zz0

Beweis-Idee:

2" —zy

HEETIESIS S

zZ—Zz0 z — ZO

(z"'*l+z"*2+...+z-zg'72+zg71)

= Y.+ Y

n<N n>N(e)
= <N Gzl | |<e

Beispiel 1.31

(sinz) = cosx (sinh )’ = coshz
(cosz) = —sinz (coshz) =sinhx
Satz 1.19
Ia-fx)+p-(g@) =a- f'(x)+p-g(x) (Summenregel)
2. (f(z) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(z) - g'(x) (Produktregel)
3. (;83) = f/(m)‘g(”;l{f)(”g/(” (Quotientenregel)
4. (flg(x)))" = f'(g(x)) - ¢ (x) (Kettentenregel)
5. (1) = prray
Beweis
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f'(zo - (x — x0) + o]z — 20])
0) = f'(zo - (x — x0) + o(|z — 0|)
= f(z) - g(x) - ) - g(wo) = / £ f(x) - g(wo)
(z) - (g(x) — g(x0)) + f(x) — f(w0) - g(w0) =
f(x) -9'(w0) - (x — x0) + f'(z0)(x — @0) - g(20) +0( )=
N2
F(x)=f(z0)+o(1)
= f(zo) - g'(x0) + f'(w0) - g(w0) - (x — x0) + o(|x — 0])

4. f(x) = f(xo) = f'(x0)(x — 20) + 0|z — 0])
= f(g9(z)) — f(g(x0)) =
= f'(9(z0)) - (9(x) — g(x0) + o(g(x) — g(0)))
= f'(9(x0)) - (¢'(20) - (x — x0) + o]z — x0]))
= f'(9(z0)) - ¢'(w0) - (x — 20) + o(|z — T0|)

5. f(f M x) =a

(Inz) = o= :%
fx) =e" f'x) =e”
fYz)=Inx

Beispiel 1.33 (a*) = (e*1"?) =M% .Ing =1Ina - a®
- 1
Beispiel 1.34 (log, ) = o=

— 1 _ 1
cos(arcsin x) \/1fsin2(arcsin x) 1—22

Beispiel 1.35 (arcsinz)’ =

Beispiel 1.36 (arctanz) =

1 _ 1
1+tan?(arctanx) ~ 1+x2

Beispiel 1.37 (tanz) = COSI'COSI;)?ZH;A(*Sinx) =1+tan?x = —Coslu
Beispiel 1.38 (2) = (e*™?) = exloz . 2 — o gl (z >0)
Satz 1.20
d(\f+pg) af dg
1. iz =)\ dz + - iz

d(f(g(z)))
dzx

5. W2 = L w)]

Beispiel 1.39 f(u,v) : R? = R
91(z,y) } ‘R2 s R2

91z, y)

fla1(2,9), 92(,9)) = h(z,y) : R? = R

dh _ 4f(g(zy)) dg
dz — du dz
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0, . 12}
o . 2 (py) 1 W(ay)
(%'a—y) = (m(gl(%y)a%(%y))'5(91,92)) :
9 . [}
= (zy) 0 F2(x,y)
Oh _ 0f d91 4 OF g2
ox ou Oz ov  Ox’
Oh _ Of O¢1 | Of 99>
oy ou Oy ov 0Oy
W, y) = f(91(2,y), ga(, y))
Implizite Kurven:
F(z,y)=C
€= {(x,y)\F(ﬂmy) = C}
Beispiel 1.40 2% + 9% =1 F(z) =+v1—2?

Yo ~

Abbildung 1.26: Mogliche Form einer impliziten Kurve

5 f@=0

= flw) = - g

%(onyo)

(z0,y0)
v (w0,0)

[SS][s5 o3 |e3)
|"'JH"’J

= Yo — (35073/0)

Tangentengleichung:

G (0, y0) (& — x0) + = (w0, Y0)(y — Y0) = 0

Hauptsatz fiir implizite Funktionen:
F(x,y) stetig differenzierbar, F(xq,yo) = 0, 66—5(300, yo) £ 0
= f(z): (lokal um x)

o f(x) stetig differenzierbar
o F(x, f(x)) =0

. f/(l‘) _ O (z,f(z)

(. f(2)
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Beispiel 1.41

F(z,y) =2 +y* -1

F(z,y)=0 2?2 +y? -1 (Kreisgleichung)
Kurve € = {(z,y) € Rjz® + y* — 1} F(z,y)=0

24+ y?—1=y=+V1—-122= f(x)

Abbildung 1.27: Darstellung eines Kreises als implizite Kurve

Flachen:
F(Z'l,Z'Q,SCg,.. '51'71) =0
Tangentialhyperebene am Punkt (z1,0,...,Zn0) = o

g—fi(@)(l‘l - .1‘170) +...+ 66;:1 (@)(l‘n - CL‘n,o) =0

oF

EN
~—
Funktionsmatrix

(zo)(z —20) =0

Mittelwerte der Differentialrechnung:

Satz 1.21

f:(a,b) = R differenzierbar
[a,b] = R stetig
b)—f(a
— 3¢c(ab): [ = (g

Abbildung 1.28: Graphische Darstellung des Mittelwertsatzes
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Beweis:

1. Fall: f(a) = f(b):

oBdA:!

f(&) = maxa<a<p f(x) > fla) = a < <D

G
r <&

x>¢€

—3ce@h): ¢©=0
(7@ = @) - 1Yt

_— f/(é-) — f(bl))*f(a)

—a

2. Mittelwertsatz:
f,g differenzierbar, g#0

= ¢ € (a,b)

1€ _ fb)—f(a)

g'(&) = g(b)—g(a)

Beweis:

h(z) = f(z) = (g(x) — g(-)) - LP=Lt2)

Regel von DesHospital:

J(zo=g(wo) =0

Flimg— 4,

= lim, .y, L8 = A

Beweis:

f@) _ F@)—fwo) _ £1(©)
o(x) = @) —glzc ¢ € (20, 7)

sin x cosz _ |
T 1

Beispiel 1.42 lim,_.g = lim,;_.g

LOhne Beschrinkung der Allgemeinheit
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Satz 1.22 f'(z) =0 x € (a,b)
= f(z) konstant

Beweis:
Annahme: c£d:  f(c) # f(d) = f(d;:f(C) #0

= 3¢: [l = % # 0 ~ Widerspruch

Extremwertaufgaben:

Satz 1.23 f: [a,b] — R stetig, (a,b) — R differenzierbar

xo € (a,b) relatives Extremum = f/(xz0) =0

a0

@ ©)

Abbildung 1.29: Abbildung eines lokalen Minimums (1) und Maximums (2)

Satz 1.24 f: [a,b] — R stetig, (a,b) — R differenzierbar
fl&)=f (&) =...=f'(&) =0 (alle Nullstellen von f’)
= max f(z) = max{f(a), f(&1),. .., [(&), f(b)}

a & & &k b

Abbildung 1.30: max f(z) ist die Nullstelle §; mit dem maximalen Wert

Satz 1.25 f: R™ — R, xo lokales Extremum
— 2L (@0) =0 (1<j<m)
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Abbildung 1.31: Graphische Darstellung eines Sattelpunktes

Beispiel 1.43 f(z,y) = 2? — 3xy +22 -5

9 =20 -3y+2=0

2
:>I0:0,y0:§

of _ _
Skizze:
Extrema mit Nebenbedingungen:
Beispiel 1.44 f(z,y) = 22 + y? + 3z, NB:z+y=5
Y N
NB
N
xz

Abbildung 1.32: Extremwerte einer Funktion f(z) unter Nebenbedingungen
La Grangsche Multiplikatoren:
NB: z +y =5, g(z,y)=z+y—5=0
Flz,y,A) = f(z,y) + X~ g(x,y)

Ersatzfunktion: F(z,y,\) =22 +4? +3z+ X - (x +y —5)

9 =22 +3+2=0 zo =1

extremwertverdéchtiger Punkt
%—Z:2y+x:0 yoz%
L —r+y—5=0 rA=2

Ho6here Ableitungen:
f@), f'(x), f"(x) = (f'(x)), f"(x),..., f"(x) = n-te Ableitung
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Beispiel 1.45 f(z) = -1 fr(z) = (1—2)!n+1

x?

Satz 1.26 f(x)...n-mal differenzierbar

f'xo = f"(wo = ... = f0""D(x) =0, F(z0) #0
n-gerade: f (zo) >0 = x¢ lokales Mazimum
f (z0) >0 = 1z lokales Minimum
n-ungerade: xo “Sattelpunkt” (Siehe auch Abbildung 1.29 und 1.31)

Beispiel 1.46 f(z,y) =z -e¥ + 22

of _ — Ly of _ _

_x_fm_e +2$ a—y—fy—l‘ey

0 0f _ 9°f 29f _ 2°f _ v
616z76127f1172 6y6y76y27fyy*ze
2.0f _ 9*f Yy 2.0f _ 9% _ Yy
6y8m78ym7fy1*e oz Oy my*ffy*e

oL Of stetig

Satz 1.28 f{(x,y) 2-stetig differenzierbar

fm(anyo)a fy(‘ranO) >0
foz(®o,y0) >0,  fox - fyy — iy >0 = (x0,y0) lokales Minimum

foa(20,90) <O, faw- fyy — f2, <0 = (20,%0) lokales Maximum

1.6 Integralrechnung:

| ! | !
A =7 Untersummen Obersummen

Abbildung 1.33: Darstellung der Prinzipien der Integralrechnung

Integral = f; f(z)dx = gemeinsamer Grenzwert der Ober- und Untersummen, wenn die Feinheit
der Zerlegung — 0

Satz 1.29 f: [a,b] = R  stetig = ﬂf;f(a:)da:
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Satz 1.30 Haupsatz der Differential- und Integralrechnung
z):= [T ft)ydt = F' =f
=f = [’ f(x)dz=F(b) - F(a)

—~

f...stetig)

Bestimmtes Integral:

Abbildung 1.34: Bestimmung der Fléiche iiber ein bestimmtes Integral
U(f, Ty) T, ...Zerlegung
O(/. Tn) “noe [ f@)dz
Z(f5 Toy Zn) = 205 f(&) (@i — wia)

7 ...Zwischensumme

Rechenregeln:
L [la fz)+ 8- g(x) ]dw:a-fff(m)-da:Jrﬂffg(m)-dm
2. [V f(x)-da+ [{ f(a)-de= [ f(x) Va,bceR

wobei fabf(z) cdr = — fba fl@)-de firb<a

3. f<g = [ f(2) du< [ g(z) do (a <b)

Mittelwertsatz der Integralrechnung: (Zwischenwertsatz)

f stetig auf [0,b] = [* f(z)dx = f(£)(b— a), a<&<b
Beweis:
sel g = min f(x) a<z<hb, G = max F(x) a<x<b

g-(b—a)< [ f(x)-dz < G- (b—a)

<
_b—a/f )-de <G

—f(&)
F¢mita<{<b: f(&) =3[ f(z) do q.e.d.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:
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Abbildung 1.35: Graphische Darstellung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung

[+ R— Rstetig, F(z):= [’ f(t)-dt

= differenzierbar und F'(z) = f(z)

Abbildung 1.36: Darstellung des Hauptsatzes der Differential- Integralrechnung

Beweis: (siche dazu auch Bild 1.37)

fl(l‘) = llmm—>a?o F(m:zifo(ZO)

F(z) — F(x0)
I

Abbildung 1.37: Beweis des Hauptsatzes der Differential- Integralrechnung
Fz) = F(zo) =[] f(t)-dt— [} f(t) dt=
S F() - dt =

= (x—x0)f(§) wobei g < { < x
F(z)—F(z0) _ f(&) — f(x0), also F'(zg) = f(xo) = € — a0 q.e.d.

r—Io
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Unbestimmtes Integral:

Definition 1.7

Eine Funktion F'(z) heift Stammfunktion von f(x), falls F'(x) = f(x)
Schreibweise: F(x) = [ f(z) - dz ... “unbestimmtes Integral”

Gibt es mehrere Stammfunktionen zu einer Funktion f(z)?

Satz 1.31 Fi(z), Fo(z) Stammfunktionen von f(x) = Fi(x) = Fa(z) + ¢ fiir ein ¢ € R

Beweis:
Fi(z) = Fa(x) = D'(z) = F{(z) — Fj(z) = f(z) — f(z) = 0= D = konstant

Satz 1.32 Zusammenhang zwischen bestimmten und unbestimmten Integral:

f(z) stetig, F(x) beliebige Stammfunktionen von f = f; f(z)-de = F(a) — F(b) = F(x)

Beweis:
Fi(xz) = [ f(t)-dt, F =/ Fy(x) = [; f(t) - dt, Fy = f;
= F|=Fj+c ceR; x=a: Fi(a) = Fy(a) + c =
—
=0

— [P F(t) - dt = Fi(b) = Fi(a) + ¢ = Fy(b) — Fa(a) g.e.d.
= F(b) — F(a)
Beispiel 1.47

o f(x) =27 % eine Stammfunktion, % + c alle Stammfunktionen

o f(z) =cosz = F(zr) =sinx

o f(x)= ﬁ = F(x) = arctanz

ol

1

T

|
vl

Abbildung 1.38: Graphische Dartstellung des Arcustangens
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s s

ofowsinwda::fcosx =—cosm—(—cos0)=14+1=2=—cosz+ c =...=2
0 v 0
fallt weg

Integrationsregeln:

1. Partielles Integrieren:

Satz 1.33
(i) [ f(x)-g'(x) dov = f(z)-g(x) = [ f'(z)-g(z) - da

b
(i) [V f(z) - ¢(2) -de = f(a)-g(z)| — [} f'(2)-g(z)- do

Beweis:

(ii) folgt aus (i)

(ii) [f(z) - g(@)] = f'(x) - g(x) + f(2) - g' ()
f@)-g'(2) = [f(z) - g(x)] = f'(2) - g()

[f@)-g'(x) = [[f(x) g@) - [ f'(x)g(z) qe.d.
f(x)-g(x)

Beispiel 1.48 [Inz-dz= [_1 ~1nz~das:9:'ln9:—fz~%~dz:z~lnzfx+c
g’ f

2. Substitution:

2 2 2
zB. [z-e” cdp=13 [20-e" =1.¢e" +¢

()’
Satz 1.34

[ f(e@) - ¢'(x) - do = [ f(u) - du

u=¢p(z)

I Fp(@) - (@) - dx =[5 f(u) - du

u=¢p()

oder dquivalent: ff flu)-du= f(p:ll((f)) flp(x)) - @' (z) - do

(Beweis mittels Kettenregel)

in der Praxis: u = ¢(x) du = (z) “<=" du=¢'(z) do

Beispiel 1.49

u=ax+b
du=a-dz

=1 [sinu-du= 3(—cosu) = —%cos(z? + 1) + ¢

o [x-sin(z?+1) dov= 5
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e sei f(x) Stammfunktion von f

_ u=az+b 1 1 _ 1
J flax+b) - de= | 7200 1 =+ [ f(u) - du= +F(u) = -F(ax +b)
o [ m - vt | = [ 7255 - du = arctanu = arctan(z + 1) + ¢
—_—

(w+12)+1

Integration rationaler Funktionen:

r(z) = o) f,g - Polynome

1. falls Grad f(z) > g(x) : Polynomdivision

{ (P +z2+3):(z+1)=22—x+2

23 + 2?2
2?4z +3
—2? -
) 2z+3
2z 42
1 Rest
Also: r(z) = 2? fx+2+—:>f da::%s—z—;+2z+ln|r+l\+c
2. r(x) = (I), wo Grad f(z) < g(z): Partialbruchzerlegung
Beispiel 1.50 r(z) = 25 = -5 — %—H (nachrechnen)

= [r(x)=lnjz -1 -Injz+1|+c=1In | 22| +¢

Fundamentalsatz der Algebra:

g(x) ...Polynom n-ten Grades mit den Koeffizienten in R und C = g(x) hat n-Nullstellen in
C (mit ihrer Vielfachheit gerechnet)

Also z.B. Nullstellen oy, as, ... (reel) und 51 + 714, ... (komplex) =
= g@)=c - (z—a1)(x —ag)...(x — B — 1) ...in C
Nullstellen aq, as, ..

. (B1 +718)(B1 —7d), - ..
(konjugiert komplexe Nullstellen)

a:(x—a)
BEyi:(x—pB—yi)(z—B+vi) =2 2y x4+
- =
€R €R
Partialbruchzerlegung:
Wenn g(z) = (z — )5 -0 (x — o) (2 + Br +y)Er (@ F B+ )
(reelle Nullstellen) (konjugiert komplexe Nullstellen)

f T Bijx+C;; .
géa:; - Zz 1 Z] 1 (z— aI)J +Zz 12] 1 (m2+Jﬂiz+nyi)j mit Aij’Bij und Cij €eR
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Dabei kénnen A;;, B;j, C;; durch Koeffizientenvergleich bestimmt werden.

Beispiel 1.51

_ z%45 _ 2245 _ A Bz+C
T(‘T) T 2342?24+l T (x+1)(2241) T z+1 + 241

= 2245 =A@*+1)+ Bz +C)(xz+1)
=(A+B)2*+ (B+C)z+ (A+C)

— 2 1=A+B
22 : 0=B+C $— A=3B=-2C=2
20 5=A+C
—  [r()-de = [ZEg-de+ [FEE-de =
= 3lnlz+1]— 2+1 cdr+2 [ 2+1. de =

3ln|z + 1] —2In|z? + 1| 4+ 2arctanz + ¢

Beispiel 1.52

x°4x+2 _ A1 Bx+C
r(z) = (@—1)? (+2jrr2z+5) = + (:c 7y + 2+2+93+5
(Reelle Nullstelle mit der Vielfachheit 2)
(Losung: A; = %,AQ =0,B= —%,C: —%)

— [r(z) - dz = Terme mit ln\x—1|,ﬁ,ln((%ﬂ)2+l) arctan ZEL;

Uneigentliche Integrale:

1. Art: Stelle der Unbeschranktheit:

Abbildung 1.39: O als mogliche Stelle der Unbeschranktheit
fo -dxr = lim._,g f flz

1
Beispiel 1.53 fol % dz =lime_,o f cdr =lime_o4 2v/2| =lme_04+(2 —2€) =2

€

. . 11 . 1 . .. .

Beispiel 1.54 fo 2 =limc oy Inw ‘ = lim._,04+(—In€) = co = existiert nicht
€
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Abbildung 1.40: Unendliches Integrationsintervall als mogliche Unbeschrénktheit

2. Art: Unendliches Integrationsintervall:
L7 f(@) - dr = limp—oo fab f(z)-dz

b
Beispiel 1.55 [ ¢ -dz = limy—a [1 e~ - dz = limy_oo(—¢ ™) | =limy_o(1— ¢2) =1
0
—0
o0

Satz 1.35 f(z) < g(z), [~ g(x) - dw existiert => [~ f(z) - dz existiert

Beispiel 1.56 Y & = T (~ 1,64)

8

=

w
kel

Abbildung 1.41: Darstellung der Reihe Y- 25

-dx ... existiert

> fTE=lalsol <y 25 <2

Satz 1.36 (Integralkriterium)
f(z) <0 (fir £ > 1) und monoton |, dann gilt:

[7° f(2) - da existiert <= 307 | f(x) konvergent

Mehrdimensionale Integrale, Bereichsintegrale:
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V= [ [ f(z,y)dzdy

Abbildung 1.43: Integral iiber einen Bereich (zu Beispiel 1.57)
Beispiel 1.57 B=[1,2]x[0,3]

2
//(:c2y+9:)«dx~dy:f03 (/ (z2y+9:)dx) dy:f0313—3y+§ idy:
—— !

B

Scheibchen
= (P 3) gy =T 3P 63 L9 _ 90 _qp
*fo(stz) Y= "¢ +2|o*6+2*6*
Satz von Fubini:
P1(y) Ya(y)
d-_
e+
T

Abbildung 1.44: Darstellung des Satzes von Fubini

B={(z,y) €R? | i(y) <ealy), c<y<d}

d [ Y2(y)
//f(z,y)'dx-dyf< I f(x,y>~dy>dy

N , P1(y)
B

Substitution:
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@b b , (x) =Uu
T gty du=J ot ') o £z - do = du

a

[ab]

[fb]f(U)wlu: [ fle@)]¢(2)] - da

[ [ au-ao= 1 f stetamvten- | 5 || o ay
i

(“ e H = Betrag der Funktionaldeterminante>

B ={(p(z,9),¥(z,y)) | (v,y) € B}

1
Beispiel 1.58 // l-de-dy= [2V1—2a?-de=m
21

z2+y2<1

/1= 22

Abbildung 1.45: Integration {iber eine Kreisfldche

T =7T-COSP 0<r<i1

y=r-sineg 0<p< 27
L2m ) cos — rsin 1

// Lode-dy=[[]]. v <p‘ -dm-dy:folr-dr- O%dyzg 2r=12r=m
0o |lsing 7 COS 0

——

z2+92<1 r-(cos? p+sin? )=r

Beispiel 1.59

g

172
I=[% e de= (Gauss’sche Glockenkurve)

00 27

I-1= T67§'dl"ffooo€7§'dl'://€7122+y2 dxdy:ffe%ﬂrdrd(p
00
R2

— 00
—~—

T =17-Cos
. 4 =r, z2+y2:r
Yy=r-smp

oo _y? I
:fo e~z -r.dr- d(P:2ﬂ'
0
—_——

=27
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ézt — rodr =dt foooe’t~dt:1 — I =+V2r

o(y)= [, e % -da (Verteilungsfunktion der Normalverteilung)
1
¢(y)
J
0 T
Abbildung 1.46: Verteilungsfunktion der Normalverteilung
Kurvenintegrale:

Definition 1.8 ¢: [0,1] — R” stetig = ist Kurve

)
/
p—x——
0 1 z
Yy

Abbildung 1.47: Abbildung eines Intervalls auf eine Kurve

Liénge einer Kurve:

c(tn)

c(to)

Abbildung 1.48: Unterteilung einer Kurve in Teilstiicke

(fiir stetig differenzierbare Kurven = glatt)
O=th<ti<to<...<tp,=1

~ N _ N ci(ti)—ci(ti—1 _ N ¢/ (&) (ti—ti—1)
1 Y lett) — et = S | (26 70l)) | = 2| (O8] e

ch 1
=Y 20| =ty & fy 1 ()] - dt

):
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Abbildung 1.49: Approximation einer Kurve durch Geraden

Beispiel 1.60

w=(1mg ) 0st= o= 1 ]( o) M t=e

Abbildung 1.50: Die Bogenlénge eines Kreissegments ist gleich ihrem Winkel

Vektorfeld:

£—>Q(aj): : R™* — R™

Abbildung 1.51: Darstellung eines Vektorfeldes
Arbeit = Y u(z) Az, m Az =z —xi = [Lu(z) - do= [ (ui(z)-dey + ... +un(z) - doy,)

c(t), 0<t<1 O=to<ty<..<t,=1

44



Definition 1.9 [ (z)-dz := fol u(c(t)) - -dt = fol(ul(g(t) )+ A unle(t) e

z; = c(t:), ANgy =z, —z; = (c(tiyr) —c(ts)) - (tig1 — ts)

At

Beispiel 1.61 [ P(z,y) -dz+ Q(z,y) -dy = [(P-dz + Q- dy)

Beispiel 1.62

uy) = (")

[
—~
~
~
I
—~
<
[V
~—
)
AN
~
AN
—

Jou(e) - de = [ ui(e(t)) - ch(t) +uale(t)) - ch(t) = [ (2 =) -2 +2-1) - dt

u) = (") = (“2") de =d(t)-dt = () -dt

Jou@)-de=[("z") - () -di

(Bemerkung: hiingt nicht von der Parametrisierung ab)

Satz 1.37 (Wegunabhingigkeit)

oF
oz,

Ju(z) - dz ist wegunabhéingig < 3 F : R" — R: uVF = grad F =

IS

OF
ox

=n

Abbildung 1.52: Wegunabhéngigkeit bedeutet gleiche Energie trotz unterschiedlichem Weg

Beweis:

= Jyul@)dz = [} ule(®) - ¢(0) = 5 (L&A W)+ +

= Jo [F(1(t), ..., ca(t)] = Fle(1)) = F(e(0))
F(c®))

= F(z) = [,_,u(y)dy

O — limy g2 | F|z+t| : — F(z)

EZN

45

Oxp

. 1
lim;—o

n

(1)) -dt =
July) - dy
1
r—x+t
0

JEur(z+y)-dy



&

® LAY,

Abbildung 1.53: Bilder zum vorgefiirten Beweis

Satz 1.38
1. u= gradFﬁgZ?Zgz? (1<i,j<u)
J J
a i a i . .
2. Jui = Gu (1<i,j<wu)

(Vektorfeld unabhiingig, wenn diese Bedingung erfiillt)

(in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet = u = grad F))

Beispiel 1.63
[ [zy? +3) - do + (2z%y — 1) - dy|
c(t) = (j2) 0<t<1 d(t)=(3)

Jy[@t-t*4+3) 14+ @2 —1)-2] dt=2+3+2-1=3

Integrabilitdtsbedingungen erfiillt?

P=2zy>+3 Q=2r%y—1
%—5243@2%—? = dF
g_}f: = P = 22y’ +3 F=22%%+3z+c(y)
= 3F:q 5 = @ — 222y + ! (y) = 22y — 1
= cly)+ D

= F=2%y*+3y—y+D
f(070)é(171)(P-d:z:+Q~dy) =F(1,1)- F(0,0)0=3-0=3

(einfach zusammenhéingend = in einem Punkt zusammenziehbar)

Beweis:
. _ OF Qui _ _9*F _ _9*F _ 9w
ul - aIi aI]‘ - szaxi - amiazj - ami
= 1. Variante: siehe Bsp.

2. Variante: Satz von Green

— [p(P-dy+Q-dy) = [, (g—g - %) ~dz - dy (9B siehe Abbildung 1.54)

Folgerung: %—5 — g—g =0 = [(Pdz+Q-dy)=0 = [...wegunabhiingig

(Geschlossene Kurve)
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Abbildung 1.54: 9B ...Randkurve im mathematisch positiven Sinn

[
—

Abbildung 1.55: Integrale iiber Vektorfelder

Komplexe Kurvenintegrale:

c... Kurve in C f: C—=C

[

Abbildung 1.56: Darstellung einer Kurve im komplexen Raum C

J.1(z)-dz f(z) = ulz,y) +i-v(z,y) z=x+i-y

S f()-dz= [(uti-v)(doe+i-dy)= [(u-dv—v-dy)+i- [ (v-dov+u-dy)

Beispiel 1.64 f(z) =22 = (x +i-y)? = 2% —y*> +i- 22y
~—— ~~

[f(z)-dz=[[(a® —y?)-do — 2wy -dy| +i- [ [2zy - do + (2® — y?) - dy]

—2y=—2y (Integrabilititsbedingung)
Uz%g—xgﬂ Vzach—yS—3
F(m,y)z%—ﬁy—i—i-(ﬁy—%—s) [, ., 7% dz=F(b)— F(a)

3
i:%~(x+i«y)3:%(13+i«3z2y73zy2+i-y3):””3—37xy2+i-(1:2y7%)

, 5 1b
_ad _ 2
3= 3

3
faé 22.dz =

|

a

47



Kapitel 2

Komplexe Analysis und
Funktionaltransformation

2.1 Potenzreihen:

Taylor’scher Lehrsatz:

f(@) = fxo) + f'(E)(x — x0) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) +o(|lz — mo])

Tangente

Abbildung 2.1: Taylerreihe nihert eine Funktion mittels Tangenten beliebig genau an

f(@) = flwo) = [ f'@)-dt = f'(&) - [ 1-dt = f(€)(x —wo) =[5 1 fl(x—1t)-dt =

=t-f'(x—1t) zizo —fTt M —t) - dt = (x — o) - fllwo) + [t [ —t) - dt =
= (@) - (1w — o) + () / U
N
Fla) = Flao) + Flzo)a — o) + Lo (@~ 2)?
—
Jo IOt (w—t)-dt

r—xo

S =) dt = S e —wo)| - [T ) de =

H/:E (n)x n
= Lo gg)3 o+ L) (o) 4 R (f)

n!
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LT=T0 4n n (n ¥ n
Ry =% [yt foiD (@ — ) dt = L& - (2 — o)+

f (n+1) mal stetig differenzierbar

Beispiel 2.1 f(z) = €7, zo=0 f®(er) = e, f®) (2g) =€ =1

:>6I:1+1~x+%-z2+...+—-:E"Jr(neTsl)!-z"H

n!

eg.xn+1

lim,, oo T = 0 - et = Zkzo % .k

Satz 2.1 f oo oft differenzierbar

> 4(h) (5
fz) = Z fPwo) (z — 20)F <= lim, 0o Ru(f) =0

k!
k=0

Tylorreihe von f

f(@,y) = f(z0,90) + 5L (w0, 0) - (& = w0) + GL (w0, 90) - (¥ — yo)+

2 2

2
+ar {%(zo,yo) (= w0)® +2- aax—gy(zo,yo) “(z—m0) - (y —yo) + Z—ﬁ(xo,yo) “(y — w0)?

3 3

"’% [%(‘ranO) (z—w0)>+3- %(iﬂoayo) (@ —x0) (y —yo)+
3 3
+3- %@{ﬂ(anyO) (z—x0)  (y—y0)® + g—y{:(%,yo) (y — 1/0)3} +

n n () n—
+% Ek:O (k)mgfikgw(xoayo) “(x —z0) i (y — yo)]C + R, (f)

n n (n+1) nt1—
Rn(f) = (n+1)| Zkié ( ZSM(SW) ’ (93 - Io) Tk (y - yo)k

I\

Abbildung 2.2: Tangentialebene einer Funktion zweier Veréinderlicher

= (v +y)® = 2® + 22y + Y7 + Yoo + ...

Ersatzfunktion: g(t) = f(xo +t- (x —x0),90 +t- (¥ — yo))

g(o):f(‘ranO)a g(l):f(I,y)

(0 ™) (0 (ntD)
9(1) = g(0) +g’(0)-1+92—(,)-12+...+g n'( ) P L) e
~~ ~~ —— ! !
f(z,y) f(zo,y0) =7 —2 —2
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Abbildung 2.3: Vereinfachung mittels Ersatzfunktion g(t)

gt) = fol..)- (@ —z0) + fy(-..) - (¥ — vo)
9" () = faa(- ) (@=20)*+ foy (.. ) (@—z0) - (Y—y0)+ fya(--)-(W—10)- (—20)+ fyy (.. .)- (y—10)?

g ™(0) = Y7o () faryn—r(z0, y0) - (x — 20)* - (y — yo)" 7"

o) (x— , (y— _
9"(t) = Xjo (1) - TR (@ —a0)" - (g — o)

oder:

fl@y) = fEm+ 3 En) (@ —z0)+...=

2f  o%f
af af> <:L'.Z'0> 1 Ox2 Oxdy ( T — 10 >
= €T R + . — . +_ (rx—2x , — . .
f(xo,y0) <6x By y—yo) T ( 0¥ — ¥%o) wr o v =10
ozdy  0y?
Funktionalmatrix
Hessematrix
zT - A-x >0 = positiv definierte Matrix
Bemerkung;:
2] 2]
&L (w0, y0) = a_i(anyo) =0
2f  9f
Ox? Ozdy s o
positiv . Minimum
i o (negativ) definiert = (z0, yo) lokales (Maxirmum)
Oyox y?

[Hpositivdefniert: = Vr#£0:27 -H-2 > 0= Ef > g LL . 2f 2 >)0}

(<) oz2 (<) ox2  Oy? Ozdy (<
Potenzreihen:
D ns0an - (T —20)" a, €ER z,790€R
[ano an - (2 — 20)" apn € C z,z9 € (C}
Satz 2.2 R:= —!— €[ 0,00 ]...Konvergenzradius

lim Y/ |an|
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1. |z —zo| <R = f(z) = an(xr — x0)™ absolut konvergent
2. lx—x9] >R = f(x) => an(x — )™ absolut divergent

3.0<r<R = F(x)=> an(x—xzp)" gleichmifig konvergent fiir |z —xg| <r

(Reihenrest gleichmifig klein)

Beweis
lim /]a, - (x —x0)] = |z — 20| -lim {/]a,]
= 5 < 1 absolut konvergent (1)
= 5 > 1 absolut divergent (2)
zu zeigen: Ve >0 I N = N(e) Vel —xo| < r

‘f(m)—Zan-(:E—xo)” <e

‘ anz\](e) an-(z—0)"|

| 2o nsN(e) @n - (@ —20)"| < X lan| 1™ < efiir n> N(e) und [z — 20| <7

Abbildung 2.4: Konvergenzradius einer Reihe

Bemerkung: Satz gilt in R und C

n

Beispiel 2.2 f(z) =), -0 % xo = 0; an = 2, R =0
Beispiel 2.3 f(z) =3, 52", xo =0, an =1, R=1
= ﬁ, |x] < 1
. . 2" 0 n=20
Beispiel 2.4 f(z) =}, %, xo =0, an = { Ly
= log 1=, lz] <1 R=1
= —log(l—2x)
= = z+ ””—22 2

o1



fllx)=1+z+22+...

z", 0<x<1

Abbildung 2.5: Die Grenzfunktion einer Folge stetiger Funktionen kann auch springen

Satz 2.3 (f,(z)) n >0...Folge von Funktionen, VeeD: 3lim,_o fulz)=
1. (fu(x)) gleichméfig konvergent, fn(x) stetig = f(x) stetig
2. fu(x) stetig differenzierbar,

Jh(z) fI — h(z) gleichmiBig in D = f(x) stetig differenzierbar,

f'(@) = h(x) = limp o0 f7,(2)

Beweis:

(1) f(z) = f(zo) = (f(2) = In(@)) + (In(2) = [N (20)) + (fn(20) — f(20))

< falls |o—zo|<s <

= |f(x) — f(zo)| < € fiir |z — x| < 0
Folgerung;:

_ o (2 — n R=_— L
f(z) anoa (z — o) limn,— o0 ¥/]an|

1. f(x) stetig fiir |z — zo| < R

r:W<R r > |z — xol

2. f(z) stetig differenzierbar fiir |z — xo| < R

fi(z) = ano ap - (x—20)" !

R = 17"71\ Konvergenzradius von der differenzierten Potenzreihe
im n-Qpn
1 _ 1 7
= n—1
lim 7{/|n‘an\ lim Y/ |an| ( \/_ )

Identititssatz fiir Potenzreihen:

f(x)zznzoan'(l'*xo)n, R>0
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(n)
—q, =1 (zo)

n!

Beweis:
f(@)=23,50a0 (z —20)", ao = f(zo)

f(k)(x):ZHZkan-n-(n—l)-(n—2)~...-(n—k‘—i—l)-(m—mo)”_k

fl@)= a0 + ai(x—x0) + ao(z—1x0)® +

f(@) ay + 2an(x —x0) + 3az(zr—x0)2+...
f(z) = 2as; + 6as(z —x0) + ...
f(xo) = ao

f'(xo) = a1

f"(@o) = az

FO(zo) =ap k- (k—1)-....2-1

ap = £ (o) (Taylorreihe)

(Potenzreihe ist Taylorpolynom der Funktion, die sie darstellt)

Satz 2.4 f(2) = 3,50 an- (2 — 20)", a, € C, 2,20 € C |z — zo] <R:7_lim 1 —
— 3 lim 7']8(.%‘) — f(Z) = Zn>1 Qp, n(Z - Zo)n_l
w—z w—z -
=f'(2)
Beweis:

I JE) = 5 an - =2 = S (@ w2 w2 2

w—z w—z

*

z0=0 (Ohne Beschrankung der Allgemeinheit)

:anNan'( * )+ ey an (%)
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Abbildung 2.6: Abbildung des Konvergenzradius begleitend zum Satz 2.4

* Zn>N an( * ) Zn>N |an| 'n'rn_l < %

(wenn N geniigend grof})

lim,, .. anzv( * ):anjvan'”'rnil = W—Zn21 ap-m - <€
. :>‘anNan( * )= Taenan <5 | ki, LWL S g

fiir jw — 2| < ¢

n—1 n—1 €
o |Toonan ner | STy lanl < g
Operationen fiir Potenzreihen:

F) = Yosoan- (= 20)"  g(2) = Sosgbn- (2 20)"

L f(z) £9(2) = ano(an £bn) - (2= 2)"

2. f(2)-9(2) = Lpzo ko n - buk - (2 = 20)")

3. coter-f(2)+ea f(2)2+...=c(f(2), |f(z)| < Re
c(w) =3 450 Ck wk konvergent fiir |z| < R,
4. ap 7& 0

1

I1— L2 <
ao

5. [ f(z)-dz = ano o - (z —z0)" "t + ¢

Beispiel 2.5 Binomsche Reihe:

(1 — 2)> = e~log(i+2) (hat Taylorreihe fiir |z]| < 1) acC
10g(1+z):27§+§%:&... = 1_%2:172+22723:|:...
Jz) = (1+2)°
fP)=a-(a=1) - (@=2)-...- (@ =n+1)- (1 +2)*"

o4

[i©) a0+(f(12)_a0) - ag~<1+<i*fa(;))) = ap - (1 + (1 - %) + (1 - (

|z| <1

1



— a, = 2lesl(oont) (427 =T (D"l <1

n! n

Beispiel 2.6

H%zl—zQ—l—zA—zGi... = arctan(z):z—?—i—%%i... |z| <1
Abelscher Grenzwertsatz:
an € R, f(@) =250 an 2", |z] < R, D >0 an - RY
= lim,pr— f(z) =3, 50an  R"
Beispiel 2.7
=543+ =% = Tuso fir
l—3+3—-f+3+...=In2
2.2 Komplexe Analysis:
Definition 2.1
GCC Gebiet (offen und zusammenhéngend)
f: G—C komplex differenzierbar: <= VzeG: 3 limy,_., W =: f'(2)
Beispiel 2.8 Potenzreihen
Bemerkung: alle Differentiationsregeln gelten auch hier
Satz 2.5 f: G—C komplex differzierbar, G einfach zusammenhéngend
= fv f(z)-dz ...wegunabhingig
Beweis:
f(z)=ulz)+i-v(2), zi=x+i-y
S f(z) dz= [ (u-dv—v-dy) + [ (v-do+u-dy)
Behauptung:
zz : ;;)a? } (Cauchy-Rieman’sche-Gleichungen)
F1(2) = lims_a u(:n+i-y)+i-v(m+i-y§):z(5+7}y)fi-U(I+i~y) g i,
(y=7)
z=x+i-y T=T+1-7 zz:iyuy
f'(2) = limg_, H(Hi'y)ﬂ-'v(Hi'y%:Z(Hi'g)71"”(“1-'@) = 1uy + vy
(x=T
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Satz 2.6 f: G — komplex differenzierbar, G einfach zusammenhéngend

= F(z) = [ f(w)-dw (komplex differenzierbar)
F'(z) = f(2)
Beweis:

F(w) = F(z) = [" f(t) - dt f(t) = f(z) +o(|t — =)

= HO=FE = oL (Y (f(2) + o[t — 2I)) - dt =
= o f(2) / 1~dt+0(‘w—1_z‘)~/ [t — 2| - dt
NG N
(w—=z) 2

f(z) +o(jw —z[)

Satz 2.7 f: G—C 1, y2 homotop

At

V2

Abbildung 2.7: Abbildung zweier homotoper Kurven

JH(s,T) stetig, 0<st<1 H(0,1) = n(t) H(1,1) = 72(t)
8 C
s=1ft----------- |

s=0 t

Abbildung 2.8: Eine Kurve ist homotop, wenn es eine Funktion H(s,t) gibt

H(s,0)=a H(s,1)=1b = f%f(z)‘dzsz f(z)-dz

Beispiel: G = C\{0} f: G—C

= [, [()-dz= [, f(2) - dz

o6
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Abbildung 2.9: Integral iiber zwei homotope Kurven ist gleich

Satz 2.8 f: G—C, G...Gebiet
(1) f...komplex differenzierbar in G
f(z)
(2) - 27‘rz fw z—2z0

(3) V200G IR>0 V]z—2) <R

gleichwertig

(),
f(z) = ano Qnp - (Z - ZO)nv ap = ! n(‘ o)

Abbildung 2.10: Abbildung einer komplex differenzierbaren Funktion

Bemerkung: (3) = (1)

Beweis:
. f(z)=f(20) - ’ s
(1) = (2): f = dz=0 — f/(2) fiir z — 2o
M ... komplex differenzierbar fiir z # zg
:/ M.dz_)g fiir ¢ — 0!
|z—zo|<e Z =20
beschrankt

z dz .
fv zf(za) dz = f(20) / = f(z0) = 2+m ’ f'y zf—(zz) -dz
L,_/

o7



Abbildung 2.11: Epsilonbereich um zy einer homotopen Kurve

Abbildung 2.12: Abbildung des Entwicklungspunktes zu Punkt 2

n

= f() =gk [ L de =gk [ f(2) T ng S cde =

1 f n
= ano <2_7m . [y 275-7—)1 .dz> 2]

ano an-27

z€"y |z] > |z1] al<1

zjzl = % 1—12—1 = i : ZnZO (271)

Beispiel 2.9 f(z) = 1 G =C\{1}

20 =0 f(2)=2"502" R=1

Zusatz: f(z) =3 ,50an - (2 — 20)"

_ f(z
— anf%mfvﬁdz

Polstelle:

o8



Abbildung 2.13: Der Konvergenzradius bei 1 als Stelle der Unbeschréinktheit (Beispiel: 2.9)

= 0...Polstelle

=

...+(Z'i;zi)2+(i;;0)+ao+a1-(z—zo)+a2-(z—zo)2+...

zg . .. Polstelle, a_1 ...Rsiduum

Bemerkung: f/(z9) = 1 fv RICI NI

27 (2—20)2

Satz 2.9 f(z) =>_,50an (2 — )" {z|lz—20| <R} <G

Mp = max|._. <r|f(2)]| = | |an| < %

Beweis:
y={z|lz—2] <R} z = 29 + Re®, 0<t<or
= g fy e = g 7 [0+ R
loo|=Mn
=L e dz=1i-R-e't-dt = an| < g7 - Mg
Satz 2.10 f: C — C  komplex differenzierbar, f beschrankt = f konstant
Beweis:
f(z) =050 an - 2" — |an| < A% —a,=0, (n>1)
M =sup|f(z)] z2eC
= f(z) = ag konstant
Satz 2.11 f(z) = Z::O ay - 2* Polynom vom Grad n > 1
= 3J20€C: f(z0)=0 (Fundamentalsatz der Algebra)

Beweis:
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Annahme: f(z) #0 VzeC, g(2) = + - C — C komplex differenzierbar

1 . .
g(Z) = Gotarzt.. Fanzt beschrankt hm|z|_,Z0 e

/If(Z)I <1

Abbildung 2.14: Kehrwert einer Funktion < 1 ist immer grofler 1

= ¢(z) konstant = f(z) konstant = Widerspruch (Polynom von Grad n > 1)
Satz 2.12

fn: G—C komplex differenzierbar

fn—f gleichméBig in abgeschlossenen beschriankten Teilmengen von G

fn: G—C komplex differenzierbar

Beweis:

falzo) = o5 [ 22 d: = f()=5% [ L2 .d: =

2wt Jy z—=zo 2me z2—2z
= f komplex differenzierbar (Grenzfunktion) (fn gleichmiiBig konvergent)
. _ [G) gy [ fu®) , dz
vze,}/' |fn(z) f(Z)|<E :> ’f'y zZ—20 dZ f'y zZ—Zz0 dZ <€ ~ |Z_ZO|
—_——
C
Folgerung:
f(z,t) stetig 2€G, te€]0,1] z —> f(z,t) komplex differenzierbar

= f(z) := fol f(z,t) - dt ...komplex differenzierbar

Beweis:
1 = k
fol f(z,t) - dt =limy, oo — - Z F (z, —)
N——— n
F(2) k=0

F(z,t) gleichmifig stetig = F,, — F gleichmé#Big in abgeschlossener, beschrinkter Teilmenge
oder

2, 1
Pt = 5 [, ez |
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Gammafunktion: I'(s) (ist dort komplex differenzierbar)

L(s) = [l a" ' e ™ da, fiir Re(s9 > 0

_ 1 s—1 —x o s—1 —x
= JoprrhreTmdet [Tt e da

|$s| —_ |elnz~(a—i‘7)| — eo'lnz |€i‘7"1na:| = 0 = CL‘Re(s)

=1
Ss=o0+1-T >0

1 o-1 —x 1 o-1 _ 1
fosc e dzgfoz dzf;

flT xa—l e . dr = 1T % . e—z-ﬁ-a‘lnw -dr S ¢+ f;; 6_% - de
—z+olhr <3
5 — g% = e¥In® komplex differenzierbar, auch gleichmafig fiir oy < o < 09
= s —a’ = J;T Ry komplex differenzierbar, auch gleichméifig fiir o1 < o < 09
_ (T s-1, -z, komplex differenzierbar,
— sl = ¢ dr auch gleichméBig fiir 09 <o < 09
S - F(S) = F(S + 1) Re(s) >0 F(?’L + 1) —nl
| I(s)
| 2
| 0!
| 1!

Abbildung 2.15: Mit der Gammafunktion I'(s) kann man die Faktorielle einer Zahl berechnen

I(s) = Kt — 1< Re(s) <0, 540 (Abbildung 2.15)

S

\
)

Vs
AN
VA

Abbildung 2.16: Im Negativen bewegt sich I'(s) immer zwischen ganzzahligen Werten



Re(s) >0 —2 < Re(s) < —1, s#—1 (Abbildung 2.16)
r. c\{o,-1,-2,..} —=C

iiberall s-I'(s) =T'(s+ 1)

Beispiel 2.10

(oz) o [(a+1)
B/ =T T(B+1)T(a—pB+1)
Ia+1)

T

()= LB+1)-T'(a-pg+1)

a-(a+1)-...-(a—k+1)

Satz 2.13 (Findeutigkeitssatz)

f: G—C
g: G—C komplex differenzierbar
9(2) = f(2), 2€ZCG —|f=y

Beispiel 2.11

G=C\{0,-1,-2,-3,...}

Z ={z| Re(z) > 0} Z =R*
Beweis:
Zo€ HP(Z) = [f"(z)=9¢"(2) = f(z)=g(2) |z — 20| < R

)’

Abbildung 2.17: Wie lange sind die Kurven gleich?

Beispiel 2.12
sinz + cos?z = 1 (x € R)
— sin?z +cos?z = 1 (z€ ©)

2

sin® z analytisch (nur auf eine Art) fortsetzbar

Nullstellen und Polstellen:
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Satz 2.14
f: G — C ... .komplex differenzierbar, #0
z0 € G ...Gebiet f(z0)=0

= 3N =min{j >0 fOW(z) A0} >1
eN
= 3Jh: G — C .. komplex differenzierbar h(zo) # 0

= | f(2) = (z = 20)" - h(2)

N ... Nullstellenordnung von f an der Stelle zq

Beweis:

fz)=ao+a1-(z—2z0)+az-(z—20)%+...+an - (z — 20)Y + Syy1- (2 — 20)V !

|z — 20| < R
ap = f(20) =0 a1 = [f'(20)] =0 an-1=0
ay #0= (2 —20)" - [an +any1- (2 — 20) + .. ] h(zo) =an #0

h(z)
f(z0) =0, f'(z0) =0, e SN (z) =0 F™)(z0) #0
N =min{j > 0] f@(z) # 0} (Nullstellenordnung)
Beispiel 2.13 f(z) =& G=C\{1}

1
Abbildung 2.18: 1 ist islierte Singularitéit von f(z) = 12

Definition 2.2 G ... Gebiet

2o isolierte Singularitét von f, wenn f: G \{zo} — C komplex differenzierbar
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Definition 2.3
zo ...Polstelle von f :
ist auf G analytisch fortsetzbar

Jh(z): G—C,

Polstelle:
f: G\{z} —C
IN > 1, dh:

fz) = 2

G\{z} —C: <= IN>1:
—_———

h(z) =

G — C komplex differenzierbar

N ... Polstellenordnung

f(2)- (2 — 20)"

€N

f(z) - (z—20)V fiir z € G \{xo}

zp € G ...isolierte Singularitit

h(z0) # 0
(z€ G\{z0})

Beispiel 2.14 f(z) =1 20 =0 Polstelle erster Ordnung

Beispiel 2.15 f(z) = gg; rationelle Funktion g(z0) = 0... Polstelle

Beispiel 2.16 f(z) =e¢* : B\ {0} —C

zp = ...isolierte Singularitat er =1+ % + ﬁ + # + ...

keine Polstelle: VN>1: ez zNist nicht komplex differenzierbar an zg = 0
Laurentreihe:

F2) =0 wan(z=20)" = A o T o F gy T @0 T a1 (2 - 20) Faz- (2 - 20) + -
Satz 2.15 f: G\ {z} —C komplex differenzierbar

zo € G ...isolierte Singularitét

= f(2) =X an (2 — 20

1 f’y f(2) . dz

(z—z0)™t1

On = 575

Abbildung 2.19: Die zwei Kreise sind kozentrisch

(ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zg = 0)
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_ 1 f(2) — 1 f(2) 1 f(2) —
f(Zl) - 2ma fn G—=21) dz = 27 fw (z—z1) dz — 271 fﬁo (z—z1) dz =

= ZTQO(#. @.d'z).Z?JFZ"EO<;./,€0bzw,7f(z)'zn.dz>.

2-m-1 v Znt1 2-m-1
Potenzreihenanteil Laurentreihenanteil
ze = 2—121 = % ’ 1—1271 = Zn20 z’zll+1
ZE€ Ky = |z|<|nn] = Z_1Z1 :%'é:ZnEO%
Abbildung 2.20: Die Kurve &ndert sich, das zugehorige Integral aber nicht
Satz 2.16 2o - ..tisolierte Singularitdt (f(z) =30 an-(z—2)")
= Zzg ... Polstelle oder zg wesentliche Singularitét Joo vielen >0, a,#0
Beispiel 2.17  f(z) =e*
flz)= (ZT#)N ---+ﬁ+ao+a1-(2—20)+-.-
Beispiel 2.18 f(z)= ggg rationale Funktion
Bemerkung;:
a—1= 2711-2 fy f(Z) ~dz
(=0 wenn geschlossene Kurve und zusammenhéngend)
Definition 2.4
zo isolierte Singularitéit von f: G\ {z0} — C f(R)=30"  an-(z—20)" =
= a_1 := Res(f(z),z=29) ... Residuum
Bemerkung:
20 - .. Polstelle, f(z):(z‘ffON)NqL...+(Za_;;0)+ao+a1~(zfzo)+...

f)-z—20)N=a_-n+...4+a-nys1-(z—20)+...+a_1-(z—20) N T +a - (z—20)N +...
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(jetzt Potenzreihe - Polstelle * Polynom)

N-—1
—> Res(f(2),2 = 20) = a—1 = oy - gev=r (F(2) - (2 = 20) V)N
Z2=Z0
Speziell: N =1
a—1 = hmz—>zo[ f(Z) : (Z - ZO) ]
Beispiel 2.19 Res(f(s),s = —n) = (7;!)]\]
Satz 2.17 (Residuensatz)
21,22y .52 ... isolierte Singularitdten in einem beschranktem, zusammenhéngenden

Gebiet G (von einer Funktion f)

v ...Randkurve von G

4! 2 V3

Abbildung 2.21: Inneren Kurven sind monotop zur Randkurve

= fvf(z)dz =2-m-i-y,_oRes(f(z),2=z)

Lemma:
1. 29 ...N-fache Nullstelle =— J;/((ZZ)) einfache Polstelle an z = zg9, Res (J;/((ZZ)) ,Z = zo) =N
2. zp ...N-fache Polstelle =— J;/((ZZ)) einfache Polstelle an z = zy, Res ()},((5)) 2= zo) =P
Satz 2.18
1 '@ 4, _ N _p
5t vy T dz=N—-P
N = > Summe der Nullstellenordnungen P = > Summe der Polstellenordnungen

Partialbruchzerlegung:

f) =725 =3+2+hk) = f)=2+3+5
(Zahlergrad kleiner als Nennergrad)

fi(z) ...rationale Funktion (hier 0 keine Singularitt)
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Polstellen: {0,3}

fi(z) = 5+ fal2) = fo(z)=0

(rationale Funktion, Z#hlergrad < Nennergrad, Polstellen &)

Nichtisolierte Singularititen:
Beispiel 2.20 f(z) =[[,>; = |z <1

Logarithmen = Summe von Logarithmen

Abbildung 2.22: Bei der n-ten Einheitswurzel liegt eine Singularitét

(bei der n-ten Einheitswurzel Singularitét (Siehe auch Abbildung 2.22))

Algebraische Singularititen:

Beispiel 2.21 f(z) = /7, ze C\ (R_u{0})

Abbildung 2.23: Bei f(z) = v/z muf} die ganze linke Halbgerade weggenommen werden

—rm<arg(z) < ()7

gz)=1-V1—2=>a, 2" 2| <1=R

Logarithmische Singularitit:

logz=1In|z|+i-¢p z=|z]-e¥
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Abbildung 2.24: Graphische Darstellung einer Rieman’schen Flache

» = arg(z), —marg(z) < moder — 3w < arg(z) < —7

Abbildung 2.25: Reduktion des Definitionsbereich um |z| < 1

Beispiel 2.22 g(z) = log 1, |z] <1

AR
N

Abbildung 2.26: Reduktion des Definitionsbereich um |z| > R

1 1
\/E = z2 = eE'Ing

2.3 Laplace - Transformation:
Definition 2.5 f(t), t>0

L(f(t)) = F(s) == [;° f(t)-e =" dt fiir alle s € C, fiir die F(s) existiert

Lemma:

3L @) et Re(s) > Re(so) = 3 [, f(t)-e*?
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Abbildung 2.27: Abbildung eines Signals f(t)

le=*t| = e~ Re(s)'* und ist komplex differenzierbar

Beweis:

T —s- _ (T —so-t —(s—sp)t _
Jo f@)-e=tdt= [ f(t) e ot gm (o750t .qp =
f! g

T T [t
= f(t) - e=5t gt e (5500t (g _ o) - / / f(u)-e " du- o—(s—s0)t
/0 ( ) — ( O) o Jo N————

—0 exponentiell —o
=0(1) =0(1)

-dt

NS
SO0
N

Abbildung 2.28: Integral konvergiert immer in Halbebene
e—(s=50)t| < =0t
Definition 2.6
dc :=inf{Re(s) | 3 [;° f(t) - e - dt} ... Konvergenzabszisse
e Re(s)>0d.: IF(s)= [, f(t)- e ="-dt
et PF(s)= [y f(t) et dt

0
e Re(s)=4.: keine allgemeine Aussage

Beispiel 2.23  f(t) = e, t>0, a € CR)
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F(S) —_ g(ewt) — foo et oSt gt — fooo ef(sfa)-t cdt = — L. ef(sfa)i =04+ 1 o0 _1

0 s—a s—a s—a

Re(s) > Re(a) | = 0 (Konvergenzabszisse)

Abbildung 2.29: Fiir die Laplace-Transformation existiert eine Konvergenzabszisse

Beispiel 2.24 f(t) = ¢!, t>0 = d.=o0
Lemma:

F(s) = [ f(t)- et dt, Re(s) > 4.
Fl(s)=— [, t- f(t)-e™*"-dt, Re(s) > o

K
Lt et = (1)K e () = ok

Satz 2.19

7 ( S pi(t) - e‘“‘t) = genau die rationale Funktion in s, mit Z#hlergrad < Nennergrad
pi(t) ... Polynome a; ...Polstellen

(Grad von p;(t))+1 = Polstellenordnung von a;

Bemerkung:
ft) =>"pi(t)-e¥t ... sind genau die Lésungen von homogenen Differentialgleichungen
mit konstanten Koeffizienten
Satz 2.20
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LZA- ) +p-9@) =A-Z(ft) + p-ZL(g(1))
2. Z(f'(t)) = s- Z(f()) = [(0+), f(0+) =limy_oy f(t)

L(fP) =" L(f(1) = "1 F(04) = 572 f/(04) — ... = FB(0+)
5.2 (fy flu)-du) =L 2(f(t))

Beweis:

1.

oo

2. L(ft) = fy F') et -dt=Ff(t) e s [7 f(O)e > dt = —f(0+) +5- ZL(f(t))

0
3. folgt aus (2)

Beispiel 2.26

B pep - fED 4 4o f=0 £

—

i s%- F(s) — Polynomy_1(s) +c1 - (s*71 - F(s) — Polynomy_s(s)) +...+ ¢ F(s) =0
= (sF + - 8D 4 4 ep) - F(s) = q(s) ... Polynom vom Grad < k+1

e )
=F(s) = sk tep s 4 4o Partialbruchzerlegung
charakteristisches Polynom

— () =S pi) et
Satz 2.21 f(t) ... stetig, F(s)=2(f(t)), Oc ... Konvergenzabszisse
— f(t) = gz limp_oo [T F(s) - ¥ - ds (¢>6.)
Beispiel 2.27 F(s) = - (f(t) =e*)

f L. e=st.ds — 0 fiir s,t — 00 e~%t ... beschrinkt durch e¢?

Y2,3,4 S—a
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immer gleich, da wegunabhéngig

L)

c—1iT

Abbildung 2.30: Laplace-Transformation ist wegunabhéngig

V2

c+iT

NN

3 1

c—1iT
Y4

Abbildung 2.31: Laplace-Transformation entspricht dem Residuum

ft) F(s) = Z(f(1))

—t- f(t) F'(s)

f'(®) s+ F(s) = flo+)

Jo £(2) - dt .

Ft) - et F(s — a) (Verschiebung)
o) s a e Pl

fla-t) iF(2) (Skalierung)

ht) = [ f(r) - glt—7)-dr | H(s) = F(s) - G(s) (Faltung)

Beispiel 2.28 Berechung der Ubertragunsfunktion einer elektrischen Schaltung:
Widerstand:
ur=R-ig * Ur=R-Ig (Siehe dazu auch Abbildung 2.34)

Spule:
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UR
- e

Abbildung 2.32: Einfaches Beispiel eines Netzwerkes

Abbildung 2.33: Uberschwingen und Kriechfall als Einschwingvorgang

(Siehe dazu auch Abbildung 2.35)

up=L-%ip % Up=s-L-I, ir(0+)=0

Kondensator:
(Siehe dazu auch Abbildung 2.36)

uc=0C-4uc % Uc=s-C Uc

Anwendung der Kirchhoff’schen Maschenregel:
ue =Ur+Ur +U, Uy = Ue —> izC-%ua, I=s5-C-U,

we=R-i+L-Siv L. [Vidt £ R I+s LI+ -I=(R+s L+L)1

:s-C~(R+s~L+%)-Ua:(1+3~R~C+52-L-C-Ua)

Ubertragungsfunktion

1
1+s-R-C+s2?2-L-C

- 1
Ua = 1+s-R-C+s2-L-C Ue

Beispiel 2.29 u(t) =1 t>0) “ wu.=1
1 A B
= g + §—81 + S§—S8o

_ 1
= U.= s-(14s-R-C+s2-L-C)
Re(s1,2) < 0 oder 51,82 <0

1 R R 1
s12= 5 7 t\ iz " To
) R
1R I:I
UR

Abbildung 2.34: Schaltbild eines Widerstandes
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ur

Abbildung 2.35: Schaltbild einer Spule

O | O

Abbildung 2.36: Schaltbild eines Kondensators

= u,(t)=1+A-esrt 4 B.es2?
(Die letzten 2 Terme klingen ab gegen 0 — Einschniirungen um 1)

Uas _
=

i m = G(s) ... Ubertragungsfunmkiton

(Wenn fiir alle Nullstellen des Nenners der Realteil < 0 = System stabil)

Re(s) ... beschreibt Abklingverhalten Im(s) ...Schwingung
Spannungsteiler:

S Us _ = _ 1 _

trw=s U = Byl = sROTS L0 — G(s)

sL

Abbildung 2.37: Schaltbild eines Spannungsteilers

Stoflantwort:

“Diracfunktion”: JZ5 F(t)-6(t) - dt = f(0) ... Abtasteigenschaft

Ue=0) = Ua=0ls) Uym A1 e 4 B oot
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Abbildung 2.38: Abbildungen von Stoflantworten

2.4 7 - Transformation:

T 2T 3T 4T oT

Abbildung 2.39: Die Z-Transformation ist diskretes Analogon zur Laplace - Transformation
z*(t) ==Y poox(k-T)-6(t —k-T) ...codierte Folge von Funktionswerten

L@tk T)) = e KT = L(a* (1) = Dyopalk-T) - =T

= o x(k-T)- 27k = 2(0) + 2(T) -

W =

+...

Definition 2.7 z(t), T...Taktzeit, t>0
Z-transformierte Z(z(t) =x(z) =Y pou(k-T) 27"

(Diskretes Analogon zur .#-Transformation)

Inverse Z-transformation:

z(k-T) = 52 ~fvz(z)~zk71~dz

2.4

2.5 Fouriertransformation:

Definition 2.8

f), te R, 3T 1f@)] -t
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Fouriertransformierte: . (f(t)) = f(w) = [T f@) et dt (we R)

Bemerkung:

f®)=0 fir t<0 = fw) = ZF(lw)

*x Eigenschaften:

2. (fxg)(t) == [~ f(r)-g(t—7)-dt —> Fxg=F-G ... Faltung

2
Beispiel 2.30 f(t) = e~z ...Dichte der Normalverteilung

f(w) _ foo eféfzﬂuwt cdt = 67% ffooo efé.(t2+2-i~w~t+(i-w)2) dt — 67% 'foo 67%~(t+z‘-w)2 dt

— 00

2

oo
. _ws ocotiw  _uZ _w? —us _uZ
u=t+i-w=eT [ e"z -du=e 2-/ e 2 -du=+2-m-e" 2

S
M)

—oo+1-w

—00
—_——
V2T
Inverse Fouriertransformation:
Satz 2.22 ft)  stetig, 3T 1@ - dt, 3T ()] - dw
— f(t) = 5= - fw) e dw= 5= f(w) * wieder Fouriertransformierte
o

Begriindung (kein Beweis):

~

f(w) = L(Z . w) U f(t) _ 271TZ fc-l-i‘oo F(S) Cest . ds

c—1i-00

ls=1i-w| = ﬁffo F(i-w)-e"w?t . dw
——

f(w)
Bemerkung:
et = cos(w - t) + i - sin(w - t)
f(t)= [T a(w)-cos(w-t) - dw+ [ b(w)-sin(w-t) - dw
(Uberlagerung von cos- und sin-Schwingungen)

alw) = ﬁ . ffooo f(t) - cos(w-t)-dt b(w) = % . ffooo ft) -sin(w-t)-dt

Fourierreihen:

leben nur in einem Intervall
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Abbildung 2.40: Abbildung einer 27-periodischen Reihe

(1) @ (>

Unterraum e U

Abbildung 2.41: Orthogonalprojektion (Bestapproximation)

le = all* = |le = p(a)|* +]la = p(a)|* = lla— p(a)l| = mince v [la |

>0
Bemerkung:
Skalarprodukt: <a,b>€e R <a,b>=<ba>
<A@+ payb>= A <a,b> +p<ay,b> [ Linearitét |
<a,a> >0 a#0

Lénge (des Vektors): la|| = /<a,a>

Pythagoras:

albd (<ab>=0) [a+bd|* = [al®* + [b]?

Beweis:

la+b)|?> = <a+bab>=<aga+b> + <ba+b>=

is}

= <

2

,a> + <a,b> 4+ <ba>+ <bb>=
N—_—— N—_——

0 0

= llall® + [o]?

Satz 2.23 {b;,...b,} Orthogonalbasis von U
(Orthogonalbasis paarweise aufeinander orthogaonal)

p ...Orthogonalprojektion auf U

<ab;>
= pla) =311 s b

7



Beweis:
zu zeigen: < a —p(a),b; > =10 (i=1,...n)
[= a—p(a),c>=0, ce UU, c=3 519 b;

[ wenn es orthogonal zu allen Basisvektoren, die U aufspannen, ist, ist es auch
orthogonal zu U ]

<ab,>
<a,b;> — <pla)b;>=<gab > - YL, FFS <b.b> =

b,.b,

=0 fiir i#j
<a,b;> _
=<gb> -5 35 <bb>=10
Fourierreihen:
0 2T

Abbildung 2.42: Abbildung einer Fourierreihe in einem Intervall
Vektoren ... f: [0,2-7] — R stetig differenzierbar

Skalarprodukt ... < f,g > = 02% flx)-g(x)-de

PR

Abbildung 2.43: Abstand zwischen 2 Funktionen

If—gll = \/fozw (f(z) — g(z))* quadratisches Fehlermittel

Unterraum ... U = {co+ ¢1-cos(z) + ca-cos(z) + ...+ ¢ - cos(k - )+
+e_q1-sin(z)+...+cg-sin(k-z) | ¢; € R}

k... fest 2-k+1 Basisfunktionen

Trigonometrische Polynome:
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z.B.: f(x) =5—2-cos(x)+7-cos(3-z) —2sin(2-2) = flz+2-7)= f(z) 0<z<2.nm

Orthogonalbasis: ... 1,cos(x),...,cos(k - x),sin(z),...,sin(k - x)

<l,cos(j-z) >= 02'7r 1-cos(j-z)-dx=0
———
(sin(j-x)))

< cos(j-ax),sin(l-z) >= f02' cos(j-x)-sin(l-z)-de=0
j#£l < cos(j-x),cos(l-z) >= ...

Problem:

Gegegeben: f(x), 0 <z <2-m,stetig, kE>1

Gesucht: g(z) =co+ ¢y -cos(z) +...+cp-cos(k-x)+c_y-sin(z) + ...+ c_gsin(k - x)

2-m

mit Iy " (f(x) = g(x))? - dx minimal (Siehe auch Abbildung 2.43)
Lésung:
co = 2{3 == fOQ'W f(z)-dx (Skalarprojektion)
cos(j-x 2-m . .
cj = —<CO§{J5.I)7(CJOS(]>,L)> = % Jo  f(x)-cos(j-x) - da i=1,...,k
sin(j-x 2. . . .
Cﬁ:m:%' o J(x)-sin(j-2)-dr ji=1,---,k

S,
3
—
s
—~
&
|
Q
—
=
N—
N—
()
IS
=
I

<f-g,f—-9g> =

= <f7f>7<gag> =

<f,f><2~7rc§+7r~2?_1< c? + C? >) >0
—

Abbildung 2.44: Skalarprojektion
lgl > I/
<g,9> = <> ¢,bj b > =
= Y 2au<c,a>-<bi,b> =0 J#l

— 2
= 26 <byb >
————

™
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(a0="2J3" f(z)- dx)

Definition 2.9 f(x), 0<z<2-7m

ap = %.f02-7rf(m),cos(k;.x>.dx’ k=0,1,2,...
by = %~f02~wf(z)~sin(k~x)~dm, k=1,2,3,...
Fourierreihe:

flx) = % +377 (ak - cos(k - z) + by - sin(k - x))
Bemerkung:

gk =%+ (ag -cos(k - x) - by sin(k - x))
(Partialsummenfolge von Fourierreihe)

ist bestmogliche Approximation in dem trigonometrischen Polygon von Grad < k

Bemerkung;:
2.

limg_ o0 fg’w(f(a:) —g(x)?-dr=0 = o f()? -dmzw(%—i—zzozl (a%-ﬁ-bi))

(Parseval’sche Gleichung)

Beispiel 2.31

1 -p<ess
flx) =
0 —r<r<-3, F<z<m
el 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
| | 1 -
1 1
-7 ™
Abbildung 2.45: Abbildung zu Beispiel 2.31
Bemerkung:
genau f(x), —r<z<nm
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ag = % =1

. 0 k ...gerade
ak = = f_gi cos(k - z) - dw = = - sin(k - z) =L sin(k-3)=

2 :I:% k ...ungerade
bk:%-f_%ﬁsin(k-a:)-dmzo

Fourierreihe: = % + Y77 | sin (kT”) -cos(k - x)

Abbildung 2.46: Der Impuls ergibt sich durch Uberlagerungen von sin- und cos-Folgen

Satz 2.24

f(x) 2w - periodische, stiickweise stetig differenzierbare Funktion, dazwischen Sprungstelle
(d.h. die einseitigen Ableitungen existieren)

Abbildung 2.47: Abbildung einer stiickweise stetigen Funktion (zu Satz 2.24)

f(x) ...x keine Sprungstelle

= Fourerreihe in f(z) =

% ...x Sprungstelle

Komplexe Fourierreihe:
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(ke z) etk cos(k-x)—i-sin(k- )

= cp =13 (ap—i-by) (k>0) = cp =1 (ar+i by)

ar = ck +c_g by = E—==*

Fourierreihe = ¢o+ Y oo (ck +c—k) - (cos(k-z)) —i- ((ck — c—k) - (sin(k - z))) =

= cot+ Yoy (n-eF e emFT) =

— Zke 2 Ck - ei‘k‘x
2] - periodische Funktion:
fa), -1 <z<l
l “ 0 l

Abbildung 2.48: Abbildung einer l-periodischen Funktion

ax = % filf(z) -cos (L) - da b = 1 fizf(x) ~sin (B42) - da

Fourierreihe: % + S orey (ak * COS (]“lm) + by, - sin (]”lrl))

Komplexe 2-1 periodische Fourierreihe:

ik-mwox

= 1 fil fla) e =T da Fourierreihe: >0, - ,cp-e™ 1

Diskrete Fouriertransformation:
ar = f(k-T), 0<k<m

(agy .-y Gm—1) endliche Folge € R (C)
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a1 as

3
ap a a '/\’_
0 2 a4

T 2T 3T 4T 5T

Abbildung 2.49: Ein kontinuierliches Signal wird mit der Periode T abgetastet

1 m—1 —oup. ik m—1 —k-j
Ck = Do e Tm o=y ag g
(0<k<m) (insgesamt m? Operationen)
Em = € (primitive m-te Einheitswurzel)

Abbildung 2.50: Abbildung einer primitiven m-ten Einheitswurzel

(agy .-y am-1) — (coy---sCm—1) (¢m = co, usw.)

Riicktransformation:

1 m—1 ke
ak = m ZjZO Cj 'gm]

Fast Fouriertransformation (FFT):

angenommen: m = 2!
-1 _j.9. -1 _j.92. Z-1 —(j+2)2k
m'C2~k=ZT:0 aj'fmj k:Zf:o 'aj'fm] k+zjz;o .aj+%.£m 2 =
9. —m. W ik
= 0 (0 +aeg) €20 = grh=1 2R =0 g =gy
m__q ;j

m:-Co.gp1 = 215:0 [(aj - aj'f‘%)] '52

(kann man mehrmals anwenden)

I3

I3
_|_
3
I

off
_|_
3

vorher: ~ m - m Multiplikationen nachher: 2 -
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Nach Iteration dieses Verfahrens bekommt man m - log(m) Multiplikationen (FFT).
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Kapitel 3

Hohere Kombinatorik

3.1 Erzeugende Funktionen:

Definition 3.1

(an) n>0 an € R(C)
e gewohnliche erzeugende Funktion Al@) =3, 50an 2"
e exponentielle erzeugende Funktion A(z) = D n>0an - z-
Beispiel 3.1 a, =1 Az) = = Az) = e*
Bemerkung:
(an) — A(z)
(an) —— Alx)

Beispiel 3.2 Tiirme von Hanoi:

Steine umlagern, ohne dass ein grofierer Stein auf einen kleineren gelegt wird (Abbildung: 3.1).

Abbildung 3.1: Abbildung der Tiirme von Hanoi

@y ... minimale Anzahl von Ziigen um einen Turm der Héhe n umzulegen

a1:17 GQZO

4y =2 an 141 . ay =201 0,1,3,7,15,... (Ergebnisse sind 2er Potenzen -1)
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Gy, = 2-Ap_1+1 |-2" > = Zan-x" = Q'Zan—l a2t 4+ s et =
n>1 n>1
A(z)—ao ag-x+ai-x2+..=x-A(z)

= A(r):(l_zz).(l_x):1_2.37—1_36 ap =2" -1

—_——— ——

Zgn.zn Zzn
Beispiel 3.3 Fibonacci - Zahlen:
0,1,1,2,3,5,8, ... (immer der Summe der 2 vorangehenden Zahlen)
F0:07 F1:17 Fn+1:Fn+Fn—1 (7121)
Fn:%((1+2\/g) _(1+2\/g) ) F(x):ZnZOFnZEn
Fo=F, 1+ F, » (n>0) |- " |Zn22 =

=1 0 =0
_ 1 1 1 1
= s s T RE, v Tt
Zn>o<1+2\/g)n z"
Partialbruchzerlegung:
M0 gradf<gradg,  gla)=c-(@—a)" (@ -2
T1,...,T  ...Nullstellen ki,..., k. ... Vielfachheiten

fz) _ Ay Ao Aky C1 Ch,.
g(m) — (1711) + (I7I1)2 + e + (m— 1)k1 + Ce + (Ifﬂ?r) + N —|— (m—m,«)kr

x

Ay 24 (-nh 4

vttt =
) e T )"

A Al A o .
gé;; = 1_% + (17;)2 +... 4 (17;1),“ +... (modifizierte Partialbruchzerlegung)
e 7}
171i Zn>0 ‘T;n x"’ (1_11)2 = ZnZO "::%1 ;E"’
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= (1= 2) 7 = s (0 - ()" = S (47 27

("Zﬁ;l) ... Polynom in n vom Grad k-1

() (0m = () e

_{;E;) = ZnZO an - "

an = Ay AL (T et A (PR e =

(A + A - ("TH+ o+ ) e+ (L) =

= Pig-1(n) 27" +...+ Pogo—1(n) "

Py jy—1 ... Polynom in n vom Grad &k — 1

Lineare Rekursionen:
Gp =0C1 Ap-1+C2 - Qp—2+ ...+ CrAn_r

[ag,a1,...,apn—r | >71] miissen gegeben sein (Anfangsbedingungen)

Beispiel 3.4 Fibonaccizahlen:

Fn:Fn—1+Fn—2; FO:O; F1:17
r=2 ca=c=1 Alz) =3 2,50an - 2",
n __ n—1 n—r n
Gp-T" =¢C1 - Qp_1-T T4 FCr Ay X X |Zn2r —

n __ n—1 r n—r
E anran'x fcl~zn2Tan,1~z +...+c¢ - ~Zn2ran,r~:c

= A(x)—(ag+a1-v+...+a,_1-2" 1) =

=ci-x-[Al@)—(ap+ ...+ a2 - 2" ) | +... 4 ¢ 2" Alx) =

= Alx)- Ql-c-z—...—¢,-2") =
=aptar-z+...+ar-2" —c-x-(agt ... Fapo-2" ) =
= e

= ap =P -1(x)- 27" +.. .+ Pp-1(n)-a "

T1yeen, Ty ...Nullstellen von 1 —¢; -z — ... — ¢, - 2™
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ki,..., kK ... Vielfachheiten

Satz 3.1 a,, =c1-ap-1+cC2-apn_o+...+¢Cr Ay

Charakteristisches Polynom:

2
o) =t =t == [ (1ma b e (B e () = ()
glg)y=1—-cr-z—...—¢cp - 2" qi,---,q ... Nullstellen von ()
[q; = % = CU]-_lv x]_" = qﬂ = P1 ;,—1(n) Polynome in n vom Grad <k; —1

an = Prg,(n)-q¢ +...+ P, (n) - qf

Beispiel 3.5

F,=F, 1+ F, Fo=0F =1, 2(t)=t2—t—1=0
F,—F, 1—F,_2=0 Ge=3+/1+1

s ()4 ()

n=0: 0=A+B n=1: 1=A.48 . 15
:>A:\/Lg, B:% :>Fn:\/Lg (1+2\/5)n7% (172\/5)71

Beispiel 3.6

an=4-ap_1—4 -ap_a o(t) =12 — 4t +4 = (t — 2)?
g =2,k =2 an=(A+B-n)-2"=A-2"+B-n-2"
Bemerkung:

Ansatzmethode, an = q" (Annahme)
qn:4.qn—1_4.qn—2 |:qn—2

¢ =4-q—4

an:2'an—1+bn 'xn |Z
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n(z)(ﬂ)/-ac:ﬁ

¢ 2
e (t252) o= 52
Rechenregeln fiir erzeugende Funktionen:
an <= A(z), b, < B(x)
Aan+p-by <= X Azx) + p- B(z)

> oho k- bk <= A(z) - B(x)

Y oho Ak = ﬁ - A(x)

an " = A (7 )

ap—1 <= z- A(x)

n-a, < x-Ax)

Beispiel 3.7

an =3 ok = (n;rl) = %

1= L

n <= ﬁ
an=ZZ:ok<=>ﬁ'ﬁ=ﬁ
— ("3 =

Rechenregeln fiir exponentiell erzeugende Funktionen:
ap, <= g(m), by, < E(m)

hzo (Dan - bnok <= Alw) - B(x)
S (Dar <= e - Az) (b, =1)
ap - " :>A\('y:v)

Op_1 > /Al'(x)

n-a, <z Az)
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3.2 Unmarkierte kombinatorische Strukturen - Kombinationen:
Beispiel 3.8 Urne mit Kugeln verschiedener Farbe:

e 2 oder 3 weifie Kugeln w? +wd = ww + www
e mindestens 1 gelbe Kugel g+g>+gd+...

e hochstens 1 rote Kugel O +r=1+r

Kombinationen:

(wW4w) - (g+g*+g*+..)- (1—-r) =w? - g+w? - g*>+w? > +...+w?cotg-r+w?-g?> - r+...+

Problem:
wie viel Kombinationen von n-Kugeln unter diesen Einschrénkungen gibt es?
Losung:

w=g=r=ux [ Bt at+4ab

Erzeugende Funktionen:

($2+x3)-ﬁ~(1—z):2n20an~x” = ap =...

Beispiel 3.9 Kombinationen ohne Wiederholung:

Wiéhle n verschiedene Elemente aus den Elementen ag,...,a, aus:

(I4+a1)-(14a2) -...-(1+ay)

Anzahl: a1 =...=ay ==z

Erezugende Funktion = (1+2)¥ =37 o ()a" = (V) ... Anzahl der Méglichkeiten

Beispiel 3.10 Kombinationen mit Wiederholung:
I4+ar+ai+...) - (I+as+a3+...)...-()

Anzahl: a1 = a2 =...=ay ==z

N N -1
Erzeugende Funktion: (ﬁ) = ano (nj\f 1 ) "t =

G

n

= (Nt;l_l) = ("Xﬁ;l) ... Anzahl der Moglichkeiten

Beispiel 3.11 Ebene Wurzelbdume:
= FEF = P@a)=z+z-Pla)+Pla)+...=—5—
= P(l‘) :Zn21pn'$n

Pn = #Wurzelbdume mit n Knoten
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P P P P

o b

Abbildung 3.2: Ein Wurzelbaum kann aus mehreren zusammengesetzt werden

Pa)=4+y\f-a= 2470 —  [po= 4o () =1 ()
(Catalanzahlen)

=t () =2

3.3 Markierte kombinatorische Konstruktionen - Variationen:

(Reihenfolge spielt eine Rolle)

2 Kugeln: r, g
1. Kombinationen rog=g-7
2. Variationen Teg,g-T — EEF ano an - %7:

Beispiel 3.12

weifl gelb rot
~— g ~—
2,3 >1 1<
“Variationen” (w+w?) - (g+¢*+¢>+...)-(1—r)

— FEEF — Variationen —

2 3 2 3 2
(+2) (r+m+5+. )+ = (E+2) (=1 (1+5) =T %

an ... Anzahl der Variationen a, =

Variationen ohne Wiederholung:
ai,...,aN

(1+a1)(1+a2)(1+aN)
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— FFEFF —

Q4a)-Q+a)...-Q+a)=1+2)V =35, —n!~(]]\\/”7n)! =3 _(NJX!n)I i
— (NNf'n), = Anzahl der Variationen von n Elementen an einer Menge von N-Elementen

N-(N=1)-...-(Nx N—1)

Variationen mit Wiederholung:

ai,...,aN
(l4+a+a?+ad+...)-...-(11+ay +a% +...)
= EEF =

z r _ ,Nax _ (N-z)™ _ n ., x"
et ...t =e *ZnEOT*anoN .

= N" = Anzahl
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Kapitel 4

Graphentheorie

4.1 Grundlegende Begriffe:

G =(.V , E )
—~ —~ =~

Graph  Knoten Kanten

gerichtet
Kanten

ungerichtet

ec k, e=( v , w )

Startknoten Startknoten

Abbildung 4.1: Aquivalenz der Kantendarstellungen

Notationen:
V=V(G) ao(G) = |V(G)|
E = E(G) 01(G) = |E(G)
Knotengrad:
G gerichtet: d*(v) ... Weggrad
d~ ...Hingrad
G ungerichtet: d(v)
Adjazenzmatrix:
V(G) ={v1,v2,...,0,} A(G) = (aij) 1<i,j<n
{ 1 (vi,v;) € E(G)
aij =
0 (vi,v;) € E(G)
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Beispiel 4.1

110
AG =1 0 1

010

2
1 3
Abbildung 4.2: Beispiel eines Graphen mit einer Schlinge

Bemerkung;:
G ungerichtet: A(G) symmetrisch

Schlingen: Diagonale

[ Mehrfachkanten: a;; = Anzahl der Kanten ]

Beispiel 4.2

1 20
AG) =1 0 1
010
2
3
Abbildung 4.3: Beispiel eines Graphen mit einer Schlinge und einer Mehrfachkante
Kantenfolge:

e Folge von Kanten, die hintereinander durchlaufen werden kénnen

e Linge: Anzahl der Kanten

geschlossene Kantenfolge

e Kreis: geschlossene Kantenfolge, wo keine Knoten (und keine Kanten) mehrfach

Erreichbarkeitsrelation: v, w e V(G)

v#w: <= 3 Kantenfolge (v,w)
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J

Ak = (a[k]) , ay;] = Anzahl der Kantenfolgen (v;, v;) der Lange K

I+A+A2+A3+...+An+1:R:(Tij) Tij>0 <~ ’UZ‘%’U]‘
Zusammenhang:
G ungerichtet: G Zusammenhingend: <— Vo,we V(G):vZw

Abbildung 4.4: Maximal zusammenhéngende Teilgraphen
Zusammenhangskomponente: maximaler zusammenhéngender Teilgraph
G gerichtet: G stark zusammenhéngend: <— Vo,we V(G); vZw

Komponenten des starken Zusammenhangs: maximal stark zusammenhéngende Teilgraphen

Abbildung 4.5: Falls stark zusammenhéngend, kann jeder Punkt von jedem erreicht werden

4.2 Biaume und Wailder:

Definitionen:
e Wald: ungerichteter, kreisfreier Graph

e Baum: ungerichteter, kreisfreier, zusammenhéngender Graph (Komponenten eines Waldes
sind Baume)

o Wurzelbaum: 1 Knoten (=Wurzel) ist ausgezeichnet

Satz 4.1

1. T Baum = oo(T)=a1(T)+1

2. W Wald mit K Komponenten = ap(w) = oq(w) + K

Definition 4.1 G ungerichtet, zusammendngend (keine Schlingen, keine Mehrfachkanten)

T ...spannender Baum <— V(T)=V(G), E(T)<E(G)
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Abbildung 4.6: Darstellung eines spannenden Baumes

Definition 4.2 G ungerichtet, schlicht:

W ... Geriist: <= W ist in jeder Komponente von G ein spannender Baum

Satz 4.2 (Matriz - Baum - Theorem von Kirchhoff)
G ... ungerichtet, zusammenhéngend, schlicht
V(G)={v1,...cn} A(G), D(G) = diagonal(d(vy),...,d(v,))

= Anzahl der spannenden Biume von G = (n-1) - zeilige Unterdeterminante von D(G) - A(G)

Beispiel 4.3 e @

Abbildung 4.7: Beispielgraph zu Satz 4.2

01 10 2 000
1 01 1 0 3 00
AG=111 01 D& =100 3 0
01 10 0 00 2
Abbildung 4.8: Beispielgraph zu Satz 4.2 mit Beschriftung aller Kanten
2 -1 -1 0
D@ A = | L3 Ll

-1 -1 3 -1
0 -1 -1

Davon eine Zeile und eine Spalte streichen (hier 2. Zeile und 2. Spalte) und daraus die Deter-
minante berechnen.
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2 -1 0
~1 3 -1 |=12—-(2+2)=8
0 -1 2

Abbildung 4.9: Darstellung aller moglichen spannenden Biume zu Beispiel 4.3

e1+ey

0 0
A(G):(_ _61 '64 ) D(G) = e1+ex+es

(Es kommen bei der Determinante 8 Komponenten vor, die die spannenden Béume beschreiben)

Minimaler spannender Baum:

Kantenbewertung: w: E— R R+)

Abbildung 4.10: Darstellung eines Baumes mit Kantengewichtung

Gewicht: spannender Baum T: w(T') =3 e pr)wle) kleinstmdglich

Kruskalalgorithmus:
1. (Kanten sortieren)

2. wler) <w(er) <...<w(ep)

3. B(T) =0
for i=1 to m
if T'U{e1} kreisfrei than
E(T) — E(T) U{ei}

Analog: maximaler spannender Baume/Geriiste
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Abbildung 4.11: Abbildung eines Eulerschen Graphen

4.3 Eulersche und Hamilitonsche Linien:
Definition 4.3 G zusammenhdingender Graph

Eulersche Linie ist Kantenfolge, die jede Kante genau einmal und jeden Knoten (mindestens ein-
mal) durchlduft.

Satz 4.3 G zusammenhdngender ungerichteter Graph

1. G besitzt geschlossene Eulersche Linie <—
<~ Vve V(G): d(v) ist gerade

2. G besitzt geschlossene Eulersche Linie <=
< Juv,v2 € V(G): d(v1),d(vs2) ungerade, (v1 # va)

Voe V(G)\{vi,v2}: d(v) ist gerade

Abbildung 4.12: Markierung der Wege durch den Eulerschen Graphen

Satz 4.4 ein (schwach) zusammenhingender gerichteter Graph

1. G besitzt geschlossene Eulersche Linie <= Vv e V(G):dT(v) =d (v)

2. G besitzt offene Eulersche Linie +—
= duv,vg € V(G) Zd+(’U1):d_(’U1), d+(’U2)=d_(’U2)—1

Voe V(G)\{vi,va} : dT(v) =d (v)

V1,2 ...Anfangs und Endpunkt

Definition 4.4 Hamiltonsche Linie ist eine Kantenfolge, die jeden Knoten genau einmal erreicht

Satz 4.5 G = zusammenhdingend, ungerichtet, |V (G)| = n

Vo,we V(G), (v,w)¢FE d(v) +d(w) >n = 3 Hamiltonsche Linie
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4.4 Planare (ebene) Graphen:

Definition 4.5 G planar, wenn er sich kreuzungsfrei in die Ebene einbetten 13t

Abbildung 4.13: Abbildung eines planaren Graphen

az(G) = Anzahl, der Flidchenstiicke, in der die Ebene durch die Einbettung in G zerlegt wird

//////?

Projektion /? ?

| ? /
SIS

Abbildung 4.14: Abbildung einer Projekion eines Wiirfels in eine Ebene

Eulersche Polyederformel:

G zusammenhingend und planar = | ao(G) — a1(G) + a2(G) = 2

zB: Wiirfel: 8§—-1246=2
(L&Bt sich zeigen, in dem man wiederholt eine Kante entfernt - 8 — 11 4+ 5 = 2 usw.)

Kein Graph der C5 oder K3 3 als Unterteilung enthélt, kann planar sein.

Satz 4.6 (Kuratowski)

G planar <= G enthélt weder eine Unterteilung des C5, noch des K33 3 als Teilgraph

Satz 4.7 (4-Farbensatz)

G planar = 3 Farbung der Knoten mit < 4 Farben, sodafl benachbarte Knoten verschieden
geférbt sind. (siehe auch Abbildung 4.17)
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LU

5

K33

Abbildung 4.15: C5 und K3 3 sind nicht planar

RS

Abbildung 4.16: Unterteilung eines Graphen (Satz 4.6)

4.5 Netzwerke

G=(V,E) gerichtet /ungerichtet

Kantenbewertung: w: E-—R (RY)

Distanz:

d(v,w) = minw(K F (v, w) v,we V [WKF) =3 ¢ xpw(e)]

Dijkstra - Algorithmus:

Abbildung 4.17: Dualer Graph zum Férben von Landkarten (Satz 4.7)
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(zur Bestimmung des kiirzesten Weg von vy zu vz;e;)
V=wul, wWnU#0
W ...volle Inforamation U ...unvollstéindige Information

label I(v) ...tréigt momentane Information

Abbildung 4.18: Abbildung zum Dijkstra-Algorithmus

ve W: [(v)=d(vy,v)

v e U: [(v) = Linge des kiirzesten Weges von vg nach v mit der Eigenschaft, daf alle Schritte
(bis auf den letzten Schritt) in W sind

Schleife im Algorithmus:
1. m = minl(v), wihle z € U, I(z)=m, wve U

2. W — Wu{z}, U«— U\{z} ve U: l(v) «— min{l(v), (z)+ w(z,w)}
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Kapitel 5

Z.ahlentheorie

5.1 Teilbarkeit:

N ... Halbring

Z ...Ring (zusétzlich -1 als Teiler, Integritétsbereich)

Definition 5.1 alb:<=3Jc€Z:b=a-c

Lemma:
1. alb A ble = alc
2. a,b#0, alb Abla < a==b

3. alb Nale = albtc

Beweis:

l.b=a-diy c¢c=b-dy = c=a-(d1-d2) = alc
——
de Z

2.b=a-c;, a=b-cg = b=b-(c2-c1) (b#£0)

— l=c-c; — c¢c1=c=1x1 — a==b

3

Definition 5.2 d = ggT'(a,b) (groBter gemeinsamer Teiler)
1. dla N dJb

2. tla Aty = tld

Division mit Rest:

a,be Z, b#0
= qre€Z: a=b-q+r 0<r<|b
Beweis:
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a

q=1%], r::a—b~q:(g—q)-b 0<2—-qg<1 = 0<r<|b
——
[..I<1

Euklidischer Algorithmus:

a,be Z, (b>0)

a=qo-b+ro, 0<rg<bd

b:ql~7"0+7"1, O0<ri<mrg

o = (g2 T1+ T2, O0<rya<m

Tk—2 = Qk " Th—1 + Tk, 0<rK <rp—1

Th2 > Th-1+Tk > 2T

e < &g

The1 =qk+1 Tk +0 k41 =0

Satz 5.1 r = der grofite gemeinsame Teiler(a,b) = ggT'(a, b)

Beweis:
1. rglre—1 = rg|rk—2 =  7ri|r1, relro = rilb, rila

2. tla, t|b = tlla—q-b)=1r9 = tln = ... =1t

Beispiel 5.1 ggT(105, 60)

105 = 1-60445
60 = 1-45415
45 = 3-15+40
15 = 60—45
— 60— (105 — 60)
= 2-60—-1-105
Satz 5.2 a,be Z d=ggT(a,b) = e, feZ
d=e-a+f-b

Beispiel 5.2 15, 17

17=1-15+2
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15=7-2+1=ggT
2=2-140
1 = 15—-7-2

15— 7- (17 — 15)
= 8-15-7-17

Definition 5.3 Primzahl p < 1, einziger Teiler: £1 £p

P ... Menge aller Primzahlen

Lemma:

p+—1DP pla-b = plaApld

Beweis:

1. Fall: pla

2. Fall: pta = ggT(p,e)=1
= de, f€ Z: l=e-p+f-a

b=b-1=b-b-p+f-(a-b) = plb
—— ——
Pl pl

Satz 5.3 ac N = a=pi-...-p, p;j€P

Darstellung ist bis auf Reihenfolge eindeutig.

Beweis:
1. Fall: ae P
2. Fall: ag¢ P— a=a-as, 1<a; <a, a<az<a
a
ay a9

Abbildung 5.1: Baumdarstellung einer Primzahl
—a=p1-... pr p; € P
2 a=p1-ec.opr=q1-... qs Pj,qs — P
pilgi- ... qs = plg2V - Vplgs

pilgi = p1=q (Primzahl teilt Primzahl)

== p2'pP3---Pr=Qq2°... (s = P2 = G2
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Notation:

ac N v2(6-9) =2
a:Hpepp“q(“) v3(6-0) =1
6-0=22-3-5 vs(6-6) =1

Satz 5.4 |P| = o0

Beweis: Annahme: P = {p1,...,pn} (endlich)

Q=p1-...-py+1 PtQ,...,pn1Q = Widerspruch

Beispiel 5.3 2,3
Q=2-3+1=7

Q=2-3-7T=43

Satz 5.5
99T (a,b) = I,cp pmin{UQ(a)vUp(b)}

k‘gV(a7 b) = HpEIP’ pmax{vq (a),vp(b)}

Gegenbeispiel:
R={a+b-i-\5|a,be Z} < R,+,- > ...Integritédtsbereich
Primzahlen: 2,3, 1+i-/5, 1—i-5 6=2-3=(1+i-v5)-(1—i-5)

5.2 Kongruenzen:
m € Z(N) ...Modul
a=bm) <= mlb—a

a=b+k-m (ke Z)

Restklasse:

a=a+m-Z = {..,a—2-mya—mya,a+m,a+2-m,...}

fbe Z | a=bm))}
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2

L, = {0,1,...,m — 1} Restklassen modulo m
ol =m
Definition 5.4 @+b:=a+b @-b:=a-b
Restklassenring: < Loy +, - >
Beispiel 5.4 < Z3, +,- >, Zs ={0,1,2}

+]0 1 2

0olo 1 2

111 2 0

212 0 1

-0 1T 2

0/0 0 0

110 1 2

2|10 2 1

2.3=4.3=0 = 2=4
(Man darf aber nicht immer kiirzen!)

R*=ER)={ac R | 3be R: a-b=b-a=1}

Satz 5.6 E(Z,,) =272, ={a | ggT(a,m)=1}

m

Beispiel 5.5 7y ={1,5} 7t = {1

Beweis:
99T (a,m)=1 < HFe, f: a-e+m-f=1
<— a-e=1(m)

a-e=1
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Beispiel 5.6

— -1

15 "modl7
1=8-15-7-17

1

=15 =8

Eulersche ¢-Funktion:

o(m) =12y |={a€ Z|1<a<m, ggT(a,m)=1}

pe P p(p)=p-1 = < Zp,+,- > Korper

Satz 5.7 m= % ... ¢ P.F.Z.

Kleiner Satz von Fermat:
(a,m)=1 = a*™ =1(m)
peE P, pta = a’"1=1(p)
pl (@™ -1
Beweis:  Zp, ={c1,...,Ck} k= p(m)
= {a-e,...,a-¢}={c1,..., ¢k}

— o™ G = o, = @™ =1

Satz 5.8 p,q € P, p#q, e,d € Z, e-d=1(v), m=p-q

v="kgV(p~tqgt) = Vac Z: (a®)?=a(m)

Beweis: a® =a(p-q) <= a“?=(p)Aa®?=a(q)
1. Fall: pla <= a“?=0=a(p)
2. Fall: pta <= a1 =1(p)

erd=1+r-v=1+r-s(p—1) = a'td=arsC-=g(a 1) =a=1(p)
——

v
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RSA-Verfahren:

Offentlicher Schliissel (m, e)

Verschliisselung: E: a— a®modm ac {0,1,...
Entschliisselung: D: b—b%modm D(E(a))=a
m=p-q, e-d=1(v), v="FkgV(p~' g
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