Algorithmen und Datenstrukturen 1 - Ubungsblatt 1 © Paul Staroch

Algorithmen und Datenstrukturen 1

Ausgearbeitetes Ubungsblatt 1
(© Paul Staroch
Datum: 17. Mai 2005
Erstellt mit ETEX

Aufgabe 1.1

Aufgabenstellung:

(a) Beweisen oder widerlegen Sie, dass fiir die im Folgenden definierte Funktion f(n) die Beziehung f(n) = ©(n?)
gilt.
Beachten Sie, dass zu einem vollstindigen Beweis gegebenenfalls auch geeignete Werte fiir die verwendeten
Konstanten anzugeben sind.

Fn) = 3n? —Tnyn+n  fallsnteilbar durch 3
T 20 +/n—1/n?  falls nnicht teilbar durch 3

(b) Beweisen oder widerlegen Sie die nachstehende Behauptung fiir eine beliebige positive Funktion g(n):
9(n) =O(g(n)) = [f(n)=0(29(n))
Losung:
F(n) = 3n? —Tny/n+m  fallsnteilbar durch 3
E md 4 vn—1/n%  falls nnicht teilbar durch 3

f(n) — ©(n?) ?

Uberpriifung mit Hilfe der zweiten Variante der Funktion:
Ogcl-n2§2n3+\/ﬁ—%§02~n2
Es existieren keine Werte fiir c2, sodass diese Bedingung erfiillt wire. Also liegt f(n) nicht in ©(n?).
(b) 9(n) =O(g(n)) = [f(n)=0(29(n))?
f(n)=06(g(n)) & 0<ci-g(n) < fn) <cs-gn), cr,e2>0
f(n) =0(29(n)) < f(n)<c-29(n), c>0

Die zweite Bedingung ist zumindest dann wahr, wenn die erste Bedingung wahr ist und ¢ = % ist. Die Behaup-
tung ist damit bestatigt.

Aufgabe 1.2

Aufgabenstellung:
Uberlegen Sie, welche der folgenden Aussagen fiir die Funktion f(n) gelten:

B 2n(v/n+3n/2) -1 fallsn > 10*
fn) = (ndlogn — /n) /n+4  fallsn < 10*

fn)ist | O(.) | Q(.) | ©(..)
v | O | O
l/n2 [] []
L] | O

]

n2

o(...

(]

(]

]

n?log n [] []
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Losung:

(n) | [ []
in* 1 [ L]
n’

n2logn [] []

Aufgabe 1.3

Aufgabenstellung:

Welche Laufzeiten in ©-Notation haben die folgenden Algorithmen abhdangig von n?

(1) T

L (i)

p=n + 10; m = n;
solange p > 0 { wiederhole {
k = n2 — p; fur i =1, . . . , 15 {
p=p— I p=p+i;
// floor: groéfite ganze Zahl <= m/2
m = floor (m/2);
} bis m<= 0
(iV)x
m = n;
(i) 1 solange m > 0 {
k = n; fir i =1, . , m+ 3 {
wiederhole { k =k + i;
k = k/3; }
1 =n * k; m = floor (m/2);
} bis k <=1; }
Losung:

(i)
(i)

(iii)

Die Schleife wird insgesamt n + 10-mal ausgefiihrt. Daher ist T'(n) = O(n).

Bei jedem Schleifendurchgang wird die Variable k, von welcher die Abbruchbedingung der Schleife abhéngt,
durch 3 dividiert. Daher ist 7'(n) = ©(°*log n).

Analog zu (ii): Die Variable m wird bei jedem Schleifendurchgang durch 2 dividiert; die innere Schleife wird
15-mal ausgefiihrt. Daher ist T'(n) = ©(ldn) - ©(1) = O(ld n).

Die Laufzeitfunktion der dufere Schleife (zunéchst ohne Beachtung der inneren Schleife) liegt in ©(ld n). In
Abhéngigkeit von der Variable m, welche in der &ufseren Schleife in jedem Schleifendurchgang durch 2 dividiert
wird, wird die innere Schleife jedes Mal m+ 3-mal ausgefiihrt. Da zu Beginn des Algorithmus m = n gesetzt wird,
wird die innere Schleife also beim ersten Durchlauf der &ufseren Schleife n-mal ausgefiihrt, beim zweiten Durchlauf

g-mal usw., in Summe also n + § + 7 + g + ... Mal. Fiir groRe n, hier also eine groke Anzahl von Iterationen

2

der duferen Schleife, konvergiert diese Summe gegen 2n (Summenformel der unendlichen geometrischen Reihe
Xk . n . nt1_ . . . . ..

Yook = lim Y = lim & T L — %, hier: x = %, daher % = 1 = 2). Die Laufzeitfunktion der #uferen
=0 n—oo ;7 n—oo T - -z 3

Schleife lautet also dann T(n) = 2n + ldn, und dieser Wert ist sicher linear, liegt also in ©(n).

Aufgabe 1.4

Aufgabenstellung:

Die Folge der sogenannten Fibonacci-Zahlen f(n) = (1,1,2,3,5,...) kann durch die folgende rekursive Funktion f(n)

beschrieben werden:

1 fallsn <2

f(n) = { Ffn—1)+ f(n—2) fallsn>?2
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Schreiben Sie einen Algorithmus in Pseudocode, der diese Funktion in der angegebenen rekursiven Form imple-
mentiert.

Geben Sie die Zahl der von Threr Implementierung vorgenommenen rekursiven Aufrufe bei der Berechnung von
J10 an.

Beweisen oder widerlegen Sie, dass die Laufzeit Threr Implementierung in O(2") liegt.

Beweisen oder widerlegen Sie, dass die Laufzeit Ihrer Implementierung polynomiell ist, dass also eine natiirliche
Zahl z existiert, fir die f(n) = O(n”) gilt.

Losung:

(b)

()

Fibonacci(index) {
if (index <3) {
return 1;

else {
return Fibonacci(index—1) + Fibonacci(index—2);
}

}

Auf Basis der Formel von Binet (f, = % (@™ —b") mit @ = 5 sowie b = 15Y5) liisst sich die Anzahl der

rekursiven Aufrufe bei der Berechnung eines Gliedes der Fibonacci-Folge berechnen durch 2- /5 - (a™ — b") — 2.
Setzt man in diese Formel n = 10 ein, so erhélt man 108 Aufrufe.

Geméf der Formel fiir die Anzahl der rekursiven Aufrufe erhélt man fiir die Anzahl der Ausfiihrungen des
Algorithmus 2-/5- (@™ — b™) — 1 (hier —1, weil der erste Aufruf des Algorithmus, welcher kein rekursiver Aufruf
ist, hinzuaddiert werden muss). Dies kann man, auch als Laufzeitfunktion verwenden:

T(n)=2-v5-(a™ —b")
Wenn T'(n) nun in O(2") liegt, miissen ein ¢ > 0 sowie ein ng existieren, sodass fiir alle n > ng gilt:

2-v5-(a" —b")—1<¢-2"

() (e

2.\/5.<1+4*/5> _2.\/5.<1_4*/5> “1<e

Division durch 2™ ergibt:

2.5 -

und weiters:

Da nun sowohl HT‘@ als auch % kleiner als 2 sind, ist 2™ sicher eine obere Schranke fiir diese Funktion. Es
sollte auch nicht besonders schwer sein, ein ¢ zu finden, welches dieser Bedingung geniigt. Also liegt T'(n) in
o@2m).

Es wire auch moglich gewesen, damit zu argumentieren, dass ein symmetrischer bindrer Baum, der eine Tiefe
von n — 1 hat, immer 2"~! Knoten hat. Nun ergibt die Aufrufkette des oben gebrachten Algorithmus fiir die
Berechnung eines Gliedes der Fibonacci-Folge, wenn man diese Kette als bindren Baum darstellt, einen Baum,
der nicht symmetrisch ist, da dem Knoten, welcher dem Aufruf des Algorithmus mit dem Argument n entspricht,
nicht zwei Knoten mit dem Aufruf mit n — 1 folgen, sondern ein Knoten mit n — 1 und ein Knoten mit n — 2. Der
entstehende Baum hat somit zwar eine Tiefe von n—1, doch es fehlt gegeniiber dem symmetrischen bindren Baum
eine fiir grofse n immer grofer werdende Anzahl an Knoten, also ist die Anzahl der Knoten dieses Aufrufbaumes
sicher kleiner als 2"~!. Damit wire auch gezeigt, dass 2" nicht nur fiir die Anzahl der Knoten dieses Baumes,
sondern auch fiir die Anzahl der rekursiven Aufrufe bei der Berechnung eines Gliedes der Fibonacci-Folge und
damit auch fiir die Laufzeit dieser Berechnung ist.

Die Laufzeitfunktion dieses Algorithmus ist eine Exponentialfunktion. Jede solche Funktion wéchst bei grofer
werdendem n stets schneller als jede Polynomfunktion. Dieser Algorithmus kann also keine polynomielle Lauf-
zeitfunktion haben.
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Aufgabe 1.5

Aufgabenstellung:

Modifizieren Sie den Algorithmus aus Aufgabe 1.4 unter Beibehaltung seiner Rekursivitét derart, dass er lineare Lauf-
zeit erhélt, also Laufzeit in O(n).

Nehmen Sie dabei an, dass Thnen ein beliebig grofes, globales Array A = (A[1], A[2],...) zum Speichern von Zwischen-
ergebnissen zur Verfligung steht. Beweisen Sie, dass Thre verbesserte Version lineare Laufzeit hat, und analysieren Sie
auch den Speicherverbrauch in ©-Notation.

Losung:

Fibonacci(index) {
if (index >2) {
Fibonacci(index —1);
Alindex]=A[index —1]+A[index —2];

else {
All]=1; A[2]=1;

return Af[index];

}

Die Laufzeit dieses Algorithmus ist linear (in ©(n)), ebenfalls sein Speicherbedarf (also auch in ©(n)).

Aufgabe 1.6

Aufgabenstellung:
Fiihren Sie das Sortierverfahren Selection-Sort (Sortieren durch Auswahl) mit dieser Zahlenfolge durch:
(3,1,7,6,2,4,9,5,8)

Stellen Sie die Daten nach jeder Iteration dar. Markieren Sie jeweils die Datenelemente, deren Position sich verdndert
hat.

Ein Sortierverfahren heifst stabil, wenn es so implementiert werden kann, dass die Reihenfolge der Elemente mit
gleichem Schliissel vor und nach dem Sortiervorgang gleich ist. Ist Selection-Sort stabil? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung:

[ e e e e T e S e e
D DNDNDNDNDNDNWRE
W W WWWww-III
N N AN S SN e I e B o) B @)
U Ot Ot O 0 1 W N N
SOOI R
~N ] O O O O O OO

~N =1 Ot Ot Ot Ot Ot
© 00 GO GO 0O GO 0O GO Co

Dieses Sortierverfahren ist nicht stabil, weil Elemente mit gleichem Schliissel durch Anwendung dieses Algorithmus
gegebenenfalls gegeneinander ausgetauscht werden. Hier ein Beispiel:

31 32 2 1
1 3 2 3
1 2 3 3

An diesem Beispiel ist deutlich zu erkennen, dass 3; vor der Sortierung vor 3, steht, nach der Sortierung allerdings
dahinter. Daran ist die Instabilitdt von Selection-Sort zu erkennen.

Ein stabiles Sortierverfahren ist beispielsweise der in Aufgabe 1.7 vorgestellte Bubblesort. Dort wird die Stabilitét
dadurch gewéhrleistet, dass Elemente mit gleichem Schliissel einander nicht ,iiberholen” kénnen.
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Aufgabe 1.7

Aufgabenstellung:

Eine gingige Implementierung des Sortierverfahrens Bubblesort sieht wie folgt aus:

fur i =1, . . . , n—1¢{
fair j =1, . . . , n—1 {
falls A[j]| > A[j + 1] dann {
Vertausche A[j] und A[j + 1];
}
}

}

(a) Probieren Sie den Algorithmus mit dieser Eingabefolge aus:
(3,1,7,6,2,4,9,5,8)

Stellen Sie die Daten nach jeder Iteration dar. Markieren Sie jeweils die Datenelemente, deren Position sich
verdndert hat.

(b) Héngt die Laufzeit dieses Algorithmus vom Inhalt der Eingabefolge A ab? - Wenn ja: wie? - Wenn nein: warum
nicht? - Wie ist die Laufzeit dieses Algorithmus in ©-Notation?

Losung:
31 7 6 2 4 9 5 8
1 3 6 2 4 7 5 8 9
1 3 2 4 6 5 7 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Die Laufzeit dieses Algorithmus ist insofern abhéngig von der Eingabe, als dass mehr oder weniger Vertauschungen in
der inneren Schleife durchgefiihrt werden. In ©-Notation hat dieser Algorithmus allerdings immer die Laufzeit ©(n?),
unabhéngig von der Eingabe.

Aufgabe 1.8

Aufgabenstellung:

Gegeben seien Daten in aufsteigend sortierter Form, die mit Insertion-Sort bzw. Merge-Sort aufsteigend sortiert werden
sollen. Welches der beiden Sortierverfahren ist fiir diesen konkreten Fall effizienter? Zeigen Sie dies, indem Sie fiir beide
Algorithmen den Aufwand fiir den konkreten Fall in ©-Notation angeben.

Welches dieser beiden Sortierverfahren ist im Durchschnitt (gemittelt {iber alle méglichen Eingabekombinationen)
effizienter? Zeigen Sie dies ebenfalls, indem Sie fiir beide Algorithmen den Aufwand fiir den durchschnittlichen Fall in
O-Notation angeben.

Losung:

Insertion Sort: Thest = O(n), Tuvg = Tworst = O(n?)

Merge-Sort: Tpest = Tovg = Tworst =n - ldn

Im besten Fall ist zwar Insertion Sort besser, im durchschnittlichen Fall (und der tritt weit hdufiger auf) wie auch im
schlechtesten Fall ist Merge-Sort die bessere Wahl.
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Aufgabe 1.9

Aufgabenstellung:

Andern Sie den Algorithmus von Quicksort so, dass zur Wahl des Pivotelements jeweils das erste, mittlere und letzte

Element der Teilfolge betrachtet werden und dann jenes Element gewahlt wird, dessen Wert zwischen dem der beiden
anderen liegt.

(a) Geben Sie den gesamten Pseudocode fiir den verénderten Quicksort an.
(b) Halten Sie die Anderung fiir sinnvoll? Warum (nicht)?

(c) Sortieren Sie die Zahlenfolge
(40, 18,93, 114,90, 11, 26, 29, 48, 30, 20, 78)

mit dem von Thnen verdnderten Algorithmus.
Losung:

Standard-Quicksort (geméfs Skriptum):

Quicksort(var A;1,r) {
if (1<r) {
x=Alr];
p=Partition (A,1,r,x);
Quicksort (A,1,p—1);
Quicksort (A,p+1,r);

}

}

Partition(var A,1,r,x) {
i=l—-1; j=r;

while (i<j) {
until (Ali]<x) i++;
until (Alj]>x) j++;
if(i<j) swap(A[i],A[j]);

swap (A[i],A[j]);

Variante 1

Hier wird lediglich der Algorithmus in Quicksort selbst verindert, der Algorithmus Partition bleibt unberiihrt. Die
Verdnderung besteht darin, dass jenes der Elemente, welche am Anfang, in der Mitte und am Ende der zu sortierenden
Folge stehen, dessen Schliissel zwischen den Schliisseln der beiden anderen Elemente liegt, als Pivotelement ganz nach
rechts verschoben wird, sodass Partition mit dem ganz rechts stehenden Pivotelement arbeiten kann.

Die im verdnderten Algorithmus Quicksort verwendete Funktion mitte liefert den mittleren Wert der drei angege-
benen Argumente; die Funktion floor liefert die grofste ganze Zahl kleiner oder gleich dem angegebenen Argument,
die Funktion swap vertauscht die Werte der beiden iibergebenen Variablen.

Quicksort (var A,1,r) {
if (l<r) {

// Veranderung Anfang
m=floor ((r+1)/2);
x=mitte (A[1],A[m],A[r]);
y=index von Xx;

if (y!'=r) swap(y,r);

// Verdnderung Ende
p=Partition (A,1,r,x);
Quicksort (A,1,p—1);
Quicksort (A,p+1,r);
}
}

Partition(var A,1,r,x) {
i=l—-1; j=r;
while (i<j) {
until (A[i]<x) i++;
until (A[j]>x) j++;
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if (i<j) swap(A[i],A[j]);

swap (A[i],A[j]);

© Paul Staroch

Diese Verdnderung ist in jener Weise interessant, da sie den Worst-Case des Quicksort-Algorithmus positiv beeinflusst,
indem das mittlere von drei Elementen als Pivotelement auswéhlt. In dieser Hinsicht ist die Verédnderung durchaus

von Vorteil.

40 18 93 114 90
78 18 93 114 90
20 18 93 114 90
20 18 30 114 90

20 18 30 29 90
20 18 30 29 26
20 18 30 29 26

11 18 30 29 26
11 18 20 29 26

11 18 20 29 26
11 18 20 29 26

11 18 20 30 26
11 18 20 26 30
11 18 20 26 29

11 18 20 26 29
11 18 20 26 29
11 18 20 26 29

11 18 20 26 29
11 18 20 26 29
11 18 20 26 29

11 18 20 26 29

11

11
11
11
11
11
11

20
30

30
30

29
29
30

30
30
30

30
30
30

30

26

26
26
26
26
90
40

40
40

40
40

40
40
40

40
40
40

40
40
40

40

29

29
29
29
114
114
114

114
114

114
114

114
114
114

114
78
78

90
48
48

48

48

48
48
48
48
48
48

48
48

48
48

48
48
48

48
48
48

48
90
78

78

30

30
30
93
93
93
93

93
93

93
93

93
93
93

90
90
90

78
78
90

90

20

20
78
78
78
78
78

78
78

78
78

78
78
78

78
114
93

93
93
93

93

78

40
40
40
40
40
90

90
90

90
90

90
90
90

93
93
114

114
114
114

114

Pivotelement: 40

neue Position des Pivotelements:

Pivotelement: 20

neue Position des Pivotelements:

Pivotelement: 18

neue Position des Pivotelements:

Pivotelement: 29

neue Position des Pivotelements:

Pivotelement: 93

neue Position des Pivotelements:

Pivotelement: 78

neue Position des Pivotelements:

11

Variante 2

Hier werden sowohl der Algorithmus Quicksort als auch der Algorithmus Partition weitrdumig verdndert, sodass
eine mehr oder weniger komplett andere Quicksort-Variante entsteht; beziiglich der Funktionen floor, swap und mitte

siehe bei Variante 1.

Quicksort (var A,1,r) {
if (l<r) {

// Veranderung Anfang
m=floor ((r+1)/2);
x=mitte (A[1],A[m] ,A[r];
// Veranderung Ende
p=Partition (A,1,r,x);
Quicksort (A,1,p—1);
Quicksort (A,p+1,r);
}
}

Partition(var A,1,r,x) {

// komplett verédndert
while (1<r) {
while (A[l]<x) l4++;
while (A[r]>x) r——;
if(l<r) swap(A[l],A[r]);
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return 1;

}

© Paul Staroch

Hier wird ebenfalls im Worst-Case des Quicksort-Algorithmus eingegriffen, allerdings ist hier der Unterschied zur
ersten Variante, dass das Pivotelement zunichst an der Stelle verbleibt, an der es sich zu Beginn des Aufrufs der
Prozedur Quicksort befindet, dann aber in die Sortierung mit einbezogen wird, d. h. auch das Pivotelement wird so
lange ,herumgeschoben®, bis es sich an der richtigen Stelle befindet. Durch die daraus resultierende héhere Anzahl an
Datensatzbewegungen halte ich diese Verédnderung fiir nicht sinnvoll.

40 18 93 114 90 11 26 29 48 30
20 18 93 114 90 11 26 29 48 30
20 18 40 114 90 11 26 29 48 30
20 18 30 114 90 11 26 29 48 40
20 18 30 40 90 11 26 29 48 114
20 18 30 29 90 11 26 40 48 114
20 18 30 29 40 11 26 90 48 114
20 18 30 29 26 11 40 90 48 114

20 18 30 29 26 11 40 90 48 114
11 18 30 29 26 20 40 90 48 114
11 18 20 29 26 30 40 90 48 114

11 18 20 29 26 30 40 90 48 114
11 18 20 29 26 30 40 90 48 114

11 18 20 29 26 30 40 90 48 114
11 18 20 26 29 30 40 90 48 114

11 18 20 26 29 30 40 90 48 114
11 18 20 26 29 30 40 78 48 114
11 18 20 26 29 30 40 78 48 90

11 18 20 26 29 30 40 78 48 90
11 18 20 26 29 30 40 48 78 90

11 18 20 26 29 30 40 48 78 90
11 18 20 26 29 30 40 48 78 90

11 18 20 26 29 30 40 48 78 90

20
40
93
93
93
93
93
93

93
93
93

93
93

93
93

93
93
93

93
93

93
93

93

78
78
78
78
78
78
78
78

78
78
78

78
78

78
78

78
90
114

114
114

114
114

114

Pivotelement: 40

neue Position des Pivotelements: 7

Pivotelement: 20

neue Position des Pivotelements: 3

Pivotelement: 18
neue Position des Pivotelements: 2

Pivotelement: 29
neue Position des Pivotelements: 5

Pivotelement: 90

neue Position des Pivotelements: 10

Pivotelement: 48
neue Position des Pivotelements: 8

Pivotelement: 114
neue Position des Pivotelements: 12

Insgesamt ist zu den beiden Verdnderungen jedoch anzumerken, dass keine der beiden Verénderungen eine Wirkung
hat, wenn zufélligerweise A[l] = A[m| = A[r] ist. Dennoch ist fiir den durchschnittlichen Fall die erste der beiden

gebrachten Varianten die bessere.

Aufgabe 1.10

Aufgabenstellung;:
Gegeben ist der folgende Algorithmus:

Sortiere (var A,l1,r) {
falls r — 1 > 1 dann {

min = Position des minimalen Elementes in A[l .

max = Position des maximalen Elementes in Al
Vertausche A[1l] und A[min];
Vertausche A[r] und A[max];
Sortiere (A, 1 + 1, r — 1);
}
sonst {
falls r — 1 = 1 dann {
falls A[l] > A[r] dann {
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Vertausche A[1] und A[r];
}
}
}
}

Nehmen Sie an, der Algorithmus wird auf eine Folge A aus n Zahlen angewendet. Der entsprechende Funktionsaufruf
ist dann Sortiere(A,1,n). Warum sortiert der Algorithmus nicht jede Folge korrekt?

Andern Sie den Algorithmus so, dass er funktioniert. IThre Anderung sollte die zentrale Idee des Algorithmus beibehal-
ten, also das kleinste Element nach vorne bringen, das gréfste nach hinten und dann den Mittelteil rekursiv sortieren.
Geben Sie den Pseudocode Thres neuen Algorithmus an.

Losung:

Ist nach der Ermittlung des minimalen und des maximalen Elements in A[l...r] r = min, so tritt ein Problem auf,
so wird das zunédchst korrekt an die Stelle ganz links positionierte Element der zu sortierenden Folge ganz nach rechts
verschoben; das grofite Element der zu sortierenden Folge wurde jedoch im ersten Vertauschungsschritt an eine andere
Stelle verschoben und wird nicht korrekt einsortiert:

5 4 0 1 2 min=3 mar=4
0 4 5 1 2
2 4 5 1 0
2 4 5 1 0 min=4 mar=3
2 1 5 4 0
2 1 4 5 0

Durch folgende Korrektur funktioniert der Algorithmus einwandfrei:

Sortiere (var A,1,r) {
falls r — 1 > 1 dann {

min = Position des minimalen Elementes in A[l . . . r];
Vertausche A[1] und A[min];
max = Position des maximalen Elementes in A[l+1 . . . r];

Vertausche A[r] und A[max];
Sortiere (A, 1 + 1, r — 1);

}
sonst {
falls r — 1 = 1 dann {
falls A[l] > A[r] dann {
Vertausche A[l] und A[r];
}
}
}

}

Der Algorithmus sortiert anschliefend wie folgt:

5 4 0 1 2 min=3
0 4 5 1 2 mar=3
0 4 2 1 5

0 4 2 1 5 min=4
mar = 4

o
—
()
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ot
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