Theoretische Informatik 2 — Ubungsblatt 1
mit MusterlG6sungen
(LV-Nr.: 185.183, 185.231, WS 2004,/2005)

Thema: Deduktion 1 — Pradikatenlogik und LK

Ubung 1.1 Sei F die pridikatenlogische Formel (Ya)(P(x) V ~P(f(z))). Berechnen Sie v (F)
fir M =(D,®,I) mit ®(f): D — D, ®(P): D — {t,f}, wobei gilt:

D ={0,1,2},
(f)(0) =1, ®(f)(1) =2, (f)(2) =0,
®(P)(0) = t, (P)(1) =1, ®(P)(2) =1,

I(v) =0 fiir allev e V.

(Empfehlung: verwenden Sie Abkiirzungen, z.B. ¢ fir ®(f) und = fir ®(P)).

Lésung:
um(F)=t & firale N e M}: on(P(z)V-P(f(z))) =t
& fiir alle N € ME: or(ua(P(2)),v ( P(f(x))) =t
& fiir alle N € ME: or(vn(P(2)), not(va (P(f(x))))) =t
Sei nun N' = (D, ®, J) mit J(v) = I(v) fiir v # 2. Dann gilt
un (P(z)) = m(ty () = m(J(x)),
on (P(f(2))) = m(tn (f(2))) = m(p(tn(x))) = m(p(J (2)))-

Daraus folgt:

uvm(F)=t &
Fiir alle J mit J(v) = I(v) fir v # x : or(w(J(z)), not(w(p(J(x))))) = t.

und damit auch

UM(F) =t &
Fiir alle ¢ € {0,1,2} : or(w(i), not(w(e(i)))) = t.

Es gilt aber
or(m(2), not(m(¢(2)))) = or(f, not(n(0))) = or(f, not(t)) = or(f,f) =f.
Daraus folgt schlieBlich v (F) = f. O

Ubung 1.2 Geben Sie ein Modell M: (D, ®,1) (mit D = IN) fiir die Formel
(Vo) (=P (z,2) A (By)(32)(P(z,y) A ~P(z, 2)))

an (begriinden Sie Ihre Wahl).

Losung: Sei M = (IN, ®, I) fiir beliebiges I und fiir (P) = <. Dann ist ist M Modell der Formel
(Va)(=P(z,x) A (3y)(32)(P(z,y) A ~P(z, 2)))-

In der Tat gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n: n £ n, es existiert m mit n < m (z.B. m =n + 1)
und es existiert ein k mit n £ k (in der Tat fiir k = n). O



Ubung 1.3 Beweisen Sie die Formel
) (Vo) (P(z) AQ(x)) D (Pa) A Q(y)))

tm LK.
Losung:
Pla) A Q) F X, Pla) A Qla)
)( (2) AQx)) F X, Pla) AN Q(a) ~_
X, (v2)(P(z) A Q(z)) 2 (Pla) AQa) "
( y) (V) (P(x) A Q(x)) D (P(a) A Q(y)))
Mit

X = (@)((va)(P(x) A Q) S (P(a) AQ(y))) und
Y = (Vo)(P(2) A Q).

Ubung 1.4 Beweisen Sie die Formel

(V) (Fy) (V2) (P (2, y) A Q(x, 2)) D (By) Pla, y) A (V2)Q(a, 2))

im LK.
Losung:
X, Z, P(a,r1),Q(a,v) F P(a,z1),Y N X,Z', P(a,x2),Q(a,z1) F Q(a, 1)
X, Z,P(a,z1) A Q(a,v) + P(a,z1),Y VI X,Z' P(a,z2) A Q(a,x1) F Q(a,z1)
(VZ)( (a xl) /\Q(CL Z)) F P(aaxl)ay , X, (VZ)( (a x2) /\Q a, Z)) H Q(G/?xl)
X, (Vz)(P(a, z1) A Q(a, 2)) F (By)P(a,y) X, (Fy)(v2)(P(a,y) A Q(a, 2)) - Q(a, 1)

X, (3y)(v2)(P(a,y) A Qa, 2)) - (3y) P(a, y) i (V) By) (v2) (P (2, y) A Q(x, 2)), - Q(a, 21) .
(V) (Fy) (V2) (P(z,y) A Q(x, 2)) F (y) P(a,y) (v2) Q) (¥2) (P (2, y) A Q(=, 2)) F (¥2)Qa, 2)

(Vo) (Jy) (V2) (P, y) A Q(=, 2)) - (3y) P(a,y) A (V2)Q(a, 2) 5
F (Vz)(3y) (V2)(P(z,y) A Q(z,2)) D ((Fy)P(a,y) A (V2)Q(a, 2))
Mit
X = (Vo)(3y)(V2)(P(z,y) A Q(z,2))
Y = (Jy)P(a,y),
Z = (V2)(P(a,z1) A Q(a,2)),
Z' = (¥Vz2)(P(a,22) A Q(a, 2))

Ubung 1.5 Geben Sie einen Beweis des Sequentes

((Ve)P(z) 5 (Vy)Q(y)) A (Yu) P(u) A (F0)=Q(v)) -
im LK.



Losung:

Q(z1), Z,Y = Q(x1)

-

P(x1),Y,X b P(x1) v Q(x1),2,Y,-Q(x1) -
(Vu)P(u), X - P(x1) r (Vy)Q(y), Y, ~Q(z1) - -
(Vu)P(u), (3v)-Q(v) - (V) P(z) (Vy)Q(y), (Vu) P(u), (3v)-Q(v) - s
(Vz)P(z) O (Vy)Q(y), (Vu)P(u), (Fv)-Q(v) - N
(Vo) P(z) O (Vy)Q(y), (Vu)P(u) A (Fv)-Q(v) - N
(V2)P(x) O (Vy)Q(y)) A ((Vu) P(u) A (Fv)=Q(v))
Mit
X (Fv)=Q(v)
Y = (MVu)P(u)
Z (V) Q(y)



