Theoretische Informatik 2 — Ubungsblatt 7
mit MusterlG6sungen
(LV-Nr.: 185.183, 185.231, WS 2004,/2005)

Thema: Formale Aspekte von Progr.spr. 3 — Denotationale Semantik

Ubung 7.1 Zeigen Sie, daf die Definiertheitsordnung (State — State, C) kein vollstindiger Ver-
band ist.

Lésung: Es geniigt zu zeigen, daf es bzgl. C ‘widerspriichliche’ Elemente von (State < State) gibt,
d.h. solche die keine gemeinsame obere Schranke besitzen. Dann kann es offensichtlich auch keine
kleinste obere Schranke fiir diese Elemente geben, folglich ist (State < State, C) kein vollstédndiger
Verband.

Wir geben zwei konkrete solche partielle Funktionen an (die sogar total sind), ndmlich g; und go,
definiert durch
g1 8= s[z—1]

und
g2 s =s[z— 2].

Diese beiden Funktionen sind widerspriichlich in dem Sinne, daf sie keine gemeinsame obere Schan-
ke haben. Denn wire g eine solche obere Schranke, so miifite gelten: g3 C g und g2 C ¢, also

(rs)z=1(9s)r=(g25)

fiir alle . Nach Definition von g1, go gilt aber

(rs)z=1#2=(g25) @,
was im Widerspruch dazu steht. Also besitzt {g1, g2} keine obere Schranke.

Eine andere mégliche Wahl von (echt partiellen, aber widerspriichlichen) Funktionen) g; und go

wére z.B.
| slz—0], fallssx <1
g18= undef, falls sz > 1

und
| slz—3], fallssxz>1

g2 5= { undef, falls sz < 1

Hier sind g; und go widerspriichlich, weil fiir s mit s x = 1 gilt: (g1 s) c =0# 3 = (g2 s) x.

(Man beachte: Bei diesem Beispiel ergibt sich lediglich fiir s mit s z = 1 eine Widerspriichlichkeit.
Fiir alle anderen Zusténde s hingegen sind g; s und go s miteinander bzgl. Definiertheit vergleich-
bar!)

Ubung 7.2 Beweisen Sie die folgende Eigenschaft ( “Stetigkeit ohne Monotonie’ impliziert Mono-
tonie”, siche Lemma 8.3.2, Skriptum S. 82):

Seien (D,C), (D',C') ccpo’s und f: D — D' eine (totale) Funktion mit | |{f d | d €
Y} = f(LIY) fiir alle nicht-leeren Ketten' Y von D. Dann ist f monoton.



Lésung: Wir haben zu zeigen: Fiir beliebige dq,ds € D gilt
diEdy = fdiE fd.

Seien also dy,ds € D gegeben mit di C dy. Wir betrachten nun Y = {dy,d2} € D. Wegen d; C dy
ist Y eine (nicht-leere) Kette von D. Daher folgt mit der Voraussetzung des Lemmas

U{fdldeY}={fd,fd} = f(U{dr,d2}) = FLJY) ,
also wegen d; C ds und folglich | |{dy,d2} = da auch
UA{f di, fda}=fds.
Dies wiederum impliziert nach Definition von oberer Schranke schlieflich
fdi T fda,

was zu beweisen war.

Ubung 7.3 Gegeben sei die iibliche Partialordnung (IN,,, <) auf dem Anfangsstiick Ny, = {0,1,...,m}
der natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,...} fiir ein beliebiges, aber festes m > 0, sowie die Funktionen
fi: IN,, — IN,,,, fo: IN,,, — IN,,, definiert durch

|0, falls x <1, x € IN,,
f1(x){ z—1 fallsx>1, z €N,

bzw.

folx)=m—x.
Geben Sie an, ob f; monoton ist, fir i = 1,2, und begriinden Sie jeweils Ihre Antwort.
Losung: f; ist monoton: Sei & < y, x,y € IN,,. Falls z,y < 1, dann folgt f(z) =0 < 0 = f(y).
Falls < 1, y > 1, dann folgt f(x) =0 <y —1= f(y). Falls z,y > 1, so folgt (wegen z < y)
fx) =2—1<y—1= f(y). Damit sind alle Félle betrachtet, und die Monotonie von f; ist

bewiesen.
f2 ist hingegen nicht monoton: Es gilt zwar 0 < 1, nicht aber fo(0) =m—-0=m <m—1= f5(1).

Ubung 7.4 Bestimmen Sie denotationale Semantik Sy, [P] des folgenden Programms
P=y:= 1; whilea(z=1)do (y:= y*z; v:= z—1)

mittels Fizpunktberechnung. (nach Satz 3.3.3).



Losung: Wir erhalten mit [compy,], [assds] und [whilegs):

Sus[P]s = Sas[while =(z =1)do (y:= y*xx; 2 := = — 1)](Sus[y := 1]s)
Sys[while =(z =1) do (y := y*z; z:= = —1)](sly — 1])
= (FIX F) (sly—1]),

wobei
(Fg)s = cond(B[-(z=1)]s,(g0Sus[y:= yxx; x:= x—1])s),id s)
= cond(sz # 1,9(Sas[x := = — 1](Sasy := y=*z]s)),s)
= cond(sz # 1,9(Sys[x := = —1]s[y — sy s x]),s)
= cond(sz#1,gsly— syxsz|fz—sz—1],9)
{ gsly— (syxsz)]z— (sx—1)]), fallssxz#1

s, falls sz =1

Fiir die konkrete Fixpunktberechnung gemafi FIX f = | |{f™ L | n > 0} berechnen wir suk-
zessive FOL, F'1, F?1, ..., und schlieBen daraus auf FIX f wie folgt (derUbersichtlichkeit
wegen verwenden wir dabei die Abkiirzungen s’ = sfy — (s yxs z)][r — (s x — 1)] und
s' =s'ly— (8" yx s 2)]fe = (5" 2 - 1))):

(F°1) s = undef (da (F°1)s = (idL)s = Ls)
1ls fallssx#1 undef, falls sz #1
1 _ _ ’
(FJ')S_{S, falls sz =1 _{s, falls sz =1
(da (F'1l)s = (F(F°1))s = (F(idl))s = (FL)s)
10y undef, falls sz # 1 und sz # 2
(F2J_)S{ (F J_)S, ﬁaﬁss‘fﬂf} _ 8/7 falls s = 2
5 als s = s, falls sz =1
(da (F%1)s = (F(F'L))s und!
11y, | undef, fallss’x#1 [ undef, fallssx #2
(F7L)s _{ s, falls sz =1 ~ | ¢, falls s x = 2 )
undef, fallssxz#1, sx#2,und sz # 3
3 [ (F?L)s, fallssz#1 ) s”, falls sz =3
(F J')s{s, falls sz =1 ) &, falls s . = 2
S, falls sz =1
(Fnl) s = undef, falls sz <1 oder sz >n
5= sly—syxscx(sx—1D)x(sz—2)*...x1][x—1], fallsl<sz<n

undef, falls sz < 1
(FIX F)S—{ sly (sy* [ ke —1], falsn=sz>1

Insgesamt erhalten wir also

Sis[Pls = Sys[while ~(x=1)do (y:= yx*x; z:= = —1)] (Sas[y := 1]s)
= (FIX F) (s[y — 1])
B { undef, falls sz < 1
o sly—Tlic kllz—1], fallsn=sxz>1

IMan beachte: s’z # 1 gdw. sz # 2, da s’z = s[y— (sy*sz)][r— (sz— D]z =sz — 1.



Ubung 7.5 Bestimmen Sie denotationale Semantik Sy, [P] des folgenden Programms
P =while v(z =y)doz:= y
mittels Fizpunktberechnung (nach Satz 3.5.3).
Lésung: Wir erhalten mit [whilegs]
Sas[while ~(z =y)doz := y] = FIX F,
wobei F' gegeben ist durch

(Fg)s = cond(B[~(z=1y)]s,(goSus[z:= y])s,id s)
= cond(s z # s y,9(Sas[x := y]s), )
= cond(sz # sy,g(s[x — sy]),s)
{ g(slx —sy], fallssx#sy
s, falls sz =sy

Fiir die konkrete Fixpunktberechnung geméfl FIX f = | |{f™ L | n > 0} berechnen wir sukzessive
FOL, F'1, F?1, ..., und schlieBen daraus auf FIX f wie folgt.

(F°1) s = undef (da (F°L)s = (idL)s = Ls)

Lszr—sy]l, fallssx#sy [ undef, fallssx#sy
S, fallssz=sy | s, falls sx =sy

(F'1)s= {
da (F'L)s = (F(FO1))s = (F(idL))s = (FL)s

(F?1)s = (F(F'l))
B (F'1)s[ :E»—>sy] falls s # sy
o s, falls sz = sy
Lslx—syllr—sfz—syly], fallssfr—osyla#slzx—sylyund sz #sy
= s[lz — sy falls sfx = sylz =slz—sylyund sz # sy
s, falls sx = sy

s[sty] falls sz # sy
s, falls sx = sy

da der 1. Fall oben wegen s[z — s y] z = s y, s[z +— s y] y = s y nicht auftreten kann

(F3l)s = (F 1)) s
L)slz—sy], fallssz#£sy

N falls sz =sy

sl e (sl 0] g o ool # sl s 5]y und 50 % 5
= slx — sy, sft—sylr=slz—sylyund sz #£sy
s, falls sz =sy
s[x»—>sy] falls sz # sy
s, falls sx = sy

da der 1. Fall oben wegen s[z — s y] © = sy, s[z — s y] y = s y nicht auftreten kann

Aus F31 = F?1 folgt aber F" 1 = F21 fiir alle n > 3, daher auch FIX F =[|{F"L |n >0} =
Fyl.



