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Thema: Berechenbarkeit 1 — Rekursive Funktionen

Ubung 8.1 Sei exp, folgende Funktion IN — IN: expy(n) = 2" fiir alle n € IN. Geben Sie eine
Darstellung der Funktion exp, mittels BO U {Pr} und BF U{S} an.

Losung: exp, kann durch folgende Rekursion definiert werden:
expy(0) = 1,
expa(n+1) = expy(n)+expy(n).

Nun gilt
expsy(n) + expy(n) = E(plus; 122, I%)(n,expz(n)).

Daraus folgt expy, = Pr(1, E(plus; I3,13)).
Wegen plus = Pr(I',S o I3)
erhalten wir schliellich
expy = Pr(1, B(Pr(I',S o I3); I, 13)).

Ubung 8.2 Sei & der folgende Operator vom Typ PREK‘;3 X PREK:I3 — PREK‘;’ :

O(f,9)(x1,22,23) = f(g(xh3317961)79(!102,9627562)79(5637$379€3))~
Driicken Sie ® mittels BO und BF aus.
Losung:

f(g($17x13xl)ag(anZQaIQ)ag(m&x&xfi)) =

flgoAj(x1),90 Aj(x2),9 0 Aj(as)) =

flgo Ao I (w1, w9, 23), g 0 A o I3 (w1, 22, 23), 9 0 Aj o I3 (21,22, 23)) =
E(f;go A% o If,g o Aé o IQS,g o Ail,) o Ig’)(xl,asg,xg).

daraus folgt
O(f,9) = E(f;g0A301},g0oAj013,go Ao ).

Ubung 8.3 Sei
g = uPr(CY, E(Pr(Cy, E(plus; I, I3)); I3, I3)).

Bestimmen Sie den Definitionsbereich von g.



Losung: Wegen

mal = Pr(CY, E(plus; I}, I3))

und
exp = Pr(C}, E(mal; I3, I3))

gilt ¢ = pexp. Nach Definition des p-Operators gilt
pwexp(m,n) = min{k | exp(m, k) =n}
= min{k | m* = n} und daher
D(pexp) = {(m,n)|(3Fk)m" =n}
= {(m,m*) | m, ke N},

Ubung 8.4 Beweisen Sie unter Verwendung des Abschlusssatzes 4.2.1, dass das Pradikat P:
P(n,m) =t <= (3k)n +m =2~
primitiv rekursiv ist.

Loésung: In der Definition von P kann der 3-Quantor durch einen beschriankten 3-Quantor ersetzt
werden:
P(n,m) =t <= Gk <n+m)n+m=2"

Sei nun @ definiert als
Q(n,m, k) <= n+m =2~

Dann ist P mittels beschrinkter Quantifikation aus @) definiert. Genauer

Q°(n,m,r) <= (Fk <r)Q(n,m,k) und daher
Q°(n,m,n+m) <= (Fk<n+m)Qn,m,k).
Ist nun @ € Praed(PR) so auch P, da PR unter beschriankter Quantifikation abgeschlossen ist und
+ in PR ist.

Q € Praed(PR) da = € Praed(PR) sowie +,exp € PR (wie auch exp,:n — 2" € PR).
Wir haben daher gezeigt, dass P € Praed(PR) gilt.

Ubung 8.5 Beweisen Sie (unter Verwendung des Abschlusssatzes 4.2.1) dass die Klasse der re-
kursiven Funktionen unter der beschrdnkten p-Rekursion puy abgeschlossen ist. Dabei gilt:

upf(x,m) = min{k | f(z, k) =0} falls (Fk < m)f(z,k)=0

= 0 sonst.



Losung: Wir nehmen an, dass f rekursiv ist und zeigen, dass auch p; f rekursiv ist. Da f € REK
und =€ Praed(REK) so ist das Pridikat P mit

P(z,k) < f(z,k)=0
rekursiv. Nun gilt aber
P¢(n,m) <= (Fk <m)P(z,k) < (Fk <m)f(x,k) =0.

Da REK unter beschrinkter Quantifikation abgeschlossen ist so ist auch P¢ € Praed(REK). Das
bedeutet uypf ist mittels Fallunterscheidung aus rekursiven Pradikaten definiert. Wir haben nun

upf(xz,m) = min{k | f(z, k) = 0} falls P°(n,m)
= 0 sonst.
Wenn wir ein ¢ € REK finden sodass
ppf(z,m) = g(x,m) falls P¢(n,m)
= 0 sonst.

so ist pp f rekursiv da die rekursiven Funktionen unter Fallunterscheidung abgeschlossen sind. Es
bleibt, die Funktion g zu definieren. Wir definieren

g(:c,m) = Z H(Sg © f)(l',])

mit sg(n) = 1-(1-n).
Wenn es ein k < m gibt mit f(z, k) = 0 dann gilt gerade

g(z,m) = min{k | f(z, k) = 0}.
In der Tat: ist » < m und r = min{k | f(x, k) = 0} also

f(x,0)#£0,..., f(z,r—1)#£0, f(z,7) =0
dann gilt
(sgo f)(xz,0)=1,...,(sgo f)(x,r —1)=1,(sgo f)(x,r) =0
und daher

> T[(sge Ha,g) =r.

i=0 j=0

Wir zeigen nun, dass g rekursiv ist. Nun gilt

9=> (IIs9°5

fiir die Operatoren Y und [] definiert als

O m@m) = > h(,i),
1=0

(Im@m) = J]h.b.
=0

Da sg und f rekursiv sind geniigt es also zu zeigen, dass REK unter den Operatoren »_ und
I1 abgeschlossen ist. Dies folgt aber daraus, dass > und [] durch den Pr-Operator ausgedriickt



werden konnen und REK Pr-abgeschlossen ist. Die Darstellung mittels Pr ist einfach:

O _h)(@,0) = h(z,0),
(Zh)(m,n+1) = h(z,n+1)+ Zh (z,n)

(I m)(.0 = hx,0),
(Hh)(m,n—i—l) = h(x,n+1)=x Hh (x,n)

Daraus folgt, dass ¢ und damit auch pp f rekursiv sind.



