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DIFFERENTIAL UND INTEGRAL 
RECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN 

14) FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN 

Quadratische Form:  Ԧሻݔሺݍ ൌ Ԧሻݔሺݍ Ԧ  ;  A postiv definit, wennݔ ܣ Ԧሻݔሺݍ ൐ 0 , Ԧݔ׊ ് 0 

Partielle Ableitungen:  lim௛՜ஶ
௙ሺ௫బା௛,௬బሻି௙ሺ௫బ,௬బሻ

௛
ൌ ௗ௙

ௗ௫
ሺݔ଴, ଴ሻݕ ൌ ௫݂ሺݔ଴,   ଴ሻݕ

      ௫݂௬ ൌ
డ
డ௬
ቀడ௙
డ௫
ቁ ൌ డమ௙

డ௫డ௬
ൌ డ

డ௫
ቀడ௙
డ௬
ቁ ൌ ௬݂௫  

Tangentialebene:   ݖ ൌ ,ݔሺݐ ሻݕ ൌ ݂ሺݔ଴, ଴ሻݕ ൅ ௫݂ሺݔ଴, ݔ଴ሻሺݕ െ ଴ሻݔ ൅ ௬݂ሺݔ଴, ݕ଴ሻሺݕ െ  ଴ሻݕ

Ableitungsregeln:   

  Kettenregel:  ሻݔሺܨ ൌ ݂൫ݑሺݔሻ, ሻ൯ݒሺݒ ֜ ᇱܨ ൌ ௗி
ௗ௫
ൌ డ௙

డ௨
ڄ ௗ௨
ௗ௫
൅ డ௙

డ௩
ڄ ௗ௩
ௗ௫
ൌ ௨݂ݑ௫ ൅ ௩݂ݒ௫ 

  Ableitung impliziter Funktionen: 
డி
డ௫
ڄ ௗ௫
ௗ௫
൅ డி

డ௬
ڄ ௗ௬
ௗ௫
ൌ ௫ܨ ڄ 1 ൅ ௬ܨ ڄ

ௗ௬
ௗ௫
ൌ 0 ֜ ௗ௬

ௗ௫
ൌ െ ிೣ

ி೤
 

15) DIFFERENTIALRECHNUNG UND ANWENDUNG 

Lineare Approximation und Richtungsableitung: grad ݂ ൌ ൬ ௫݂

௬݂
൰ ֜ ݂݀ ൌ grad ݂ሺݔ଴ሬሬሬሬԦሻ݀ݔԦ 

  maximale Änderung: in Richtung von  grad ݂ሺݔ଴ሬሬሬሬԦሻ , beträgt  ԡgrad ݂ሺݔ଴ሬሬሬሬԦሻԡ 

  Taylorentwicklung:  Ԧሻݔሺܨ ൌ  ݂ሺݔԦሻ ൅ ௫݂ሺݔԦሻሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ ௬݂ሺݔԦሻሺݕ െ ଴ሻݕ ൅ 

1
2!
൫ ௫݂௫ሺݔԦሻሺݔ െ ଴ሻଶݔ ൅ 2 ௫݂௬ሺݔԦሻሺݔ െ ݕ଴ሻሺݔ െ ଴ሻݕ ൅ ௬݂௬ሺݔԦሻሺݕ െ  ଴ሻଶ൯ݕ

  Extremwerte ohne Nebenbedingungen: 

    notwendige Bedingung: grad ݂ሺݔ଴ሬሬሬሬԦሻ ൌ 0ሬԦ 

    hinreichende Bedingung: ܦሺݔ଴, ଴ሻݕ ൌ   ቤ
௫݂௫ ௫݂௬

௬݂௬ ௬݂௬
ቤ ൐ 0 

    ௫݂௫ሺݔ଴, ଴ሻݕ ൏ 0 ֜ relatives Maximum, sonst Minimum 

  Extremwerte mit Nebenbedingungen: 

    ݕ ൌ ݂ሺݔԦሻ ൌ ቄ݉ܽݔ!݉݅݊!  unter den Nebenbedingungen ߮
ሺݔԦሻ ൌ 0 

    Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren: 

      ΦሺݔԦ, λሻ ൌ ݂ሺݔԦሻ ൅ λ ڄ ߮ሺݔԦሻ , Extremwert bei  grad ΦሺݔԦ, λሻ ൌ 0 
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16) INTEGRATION VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN 

Integration in Vektorfeldern:  grad ܨ ൌ Ԧ݂ ֜  ist Stammfunktion von ܨ Ԧ݂ 

  Integrabilitätsbedingung:  
డ௙೔
డ௫ೕ

ൌ డ௙ೕ
డ௫೔

  , ,݅ ׊ ݆ mit ݅ ് ݆ 

Bereichsintegrale:  ׭ ݂ሺݔ, ሻ஻ݕ ݕ݀ݔ݀ ൌ ׬  ቀ׬ ݂ሺݔ, ௗݕሻ݀ݕ
௖ ቁ ௕ ݔ݀

௔ bzw. ׬ ቀ׬ ݂ሺݔ, ఝమሺ௫ሻݕሻ݀ݕ
ఝభሺ௫ሻ

ቁ ௕ ݔ݀
௔  

  Kurven‐ und OberflächenIntegrale:  

    Gegeben Vektorfeld  Ԧ݂ሺݔԦሻ und Änderungsfeld ݔԦሺݐሻ , 0 ൑ ݐ ൑ 1 

    ׬ Ԧ݂݀ݔԦ௄ ൌ ׬ ∑ ௜݂݀ݔ௜௄ ൌ ׬ ∑ ௜݂ሺ ݔ௜ሺݐሻሻ
ௗ௫೔
ௗ௧

ଵ
଴ ൌ ׬ ൫∑ ௜݂൫ ݔ௜ሺݐሻ൯൯

ଵ
଴  ݐ݀



Mathematik 2 f. Informatiker  ‐ 3 ‐  ZUSAMMENFASSUNG 
DIFFERENZEN‐ UND DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

 

 
www.maosmurf.at.tt 

 

DIFFERENZEN‐ UND 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

17) DIFFERENZENGLEICHUNGEN 

Differenzengleichungen 1. Ordnung:  ݔ௡ାଵ ൌ ݂ሺݔ௡ሻ 

Lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung: ݔ௡ାଵ ൌ ௡ݔܽ ൅ ܾ 

    ௡ݔ ൌ ቊܽ
௡ݔ଴ ൅ ܾ ௔೙ିଵ

௔ିଵ
଴ݔ ൅ ܾ݊ 

  ݂üݎ ܽ ് 1
݂üݎ ܽ ൌ 1 

  Allgemeine Differenzengleichung 1. Ordnung: ݔ௡ାଵ ൌ ܽ௡ݔ௡ ൅ ܾ௡ 

    ௡ݔ ൌ ௡ݔ
ሺ௛ሻ ൅ ௡ݔ

ሺ௣ሻ 

    allgemeine Lösung der homogenen Gleichung: ݔ௡
ሺ௛ሻ ൌ ܿ ڄ ∏ ܽ௜௡ିଵ

௜  

    partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung:  

      Ansatz „Variation der Konstanten“: ܿ ՜ ܿ௡ ֜ ௡ݔ
ሺ௣ሻ ൌ   ܿ௡ ڄ ∏ ܽ௜௡ିଵ

௜  

      ܿ௡ berechnen, in ݔ௡
ሺ௣ሻ einsetzen 

  Gleichgewichte:  ݔ௡ାଵ ൌ ݂ሺݔ௡ሻ ֜ ݂ሺכݔሻ ൌ  כݔ

    Fixpunkt  כݔ ist asymptotisch stabil, falls |݂ᇱሺכݔሻ| ൏ 1 

 

Differenzengleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten 

Lineare homogene Differenzengleichung:  ݔ௡ାଶ ൅ ௡ାଵݔܽ ൅ ௡ݔܾ ൌ 0 

  Ansatz:  ݔ௡ ൌ ௡ߣ ௡ାଶߣ ֜ ൅ ௡ାଵߣܽ ൅ ௡ߣܾ ൌ 0 

    ௡ݔ ൌ ቐ
ܿଵߣଵ௡ ൅ ܿଶߣଶ௡
ሺܿଵ ൅ ݊ ڄ ܿଶሻߣ௡

௡ሺܿଵݎ ڄ cosሺ݊߮ሻ ൅ ܿଶ ڄ sinሺ݊߮ሻሻ
   
ଵߣ ് , ଶߣ ,ଵߣ  ଶߣ א   Թ
ଵߣ ൌ , ଶߣ ,ଵߣ  ଶߣ א   Թ
,ଵߣ  ݔ݈݁݌݉݋݇ ݐݎ݁݅݃ݑ݆݊݋݇ ଶߣ

 

Lineare inhomogene Differenzengleichung:  ݔ௡ାଶ ൅ ௡ାଵݔܽ ൅ ௡ݔܾ ൌ  ௡ݏ

    ௡ݔ ൌ ௡ݔ
ሺ௛ሻ ൅ ௡ݔ

ሺ௣ሻ  ,  lösen von ݔ௡
ሺ௣ሻ mittels „unbestimmtem Ansatz“ 

 ࢔࢙ ࢔࢞
ሺ࢖ሻ    sinሺ݊ݎሻ ݎ݁݀݋ cosሺ݊ݎሻ  ܣ sinሺ݊ݎሻ ൅ ܤ cosሺ݊ݎሻ 

1  A    ݊௞ ... Polynom vom Grad ݇  ෍ ௜݊௜ܣ
௞

଴
 

 ௡ݎ  ௡ݎܣ   ݊௞ ڄ  ௡ݎ ௡ݎ ෍ڄ ௜݊௜ܣ
௞

଴
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   Enthält die Versuchslösung ݔ௡
ሺ௣ሻeine Funktion, die in ݔ௡

ሺ௛ሻenthalten ist, multipliziere 

Ansatz mit n!  

  Erzeugende Funktionen: mag ich nicht 

18) DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 

  Gewöhnliche Differentialgleichung n‐ter Ordnung: ܨ൫ݔ, ,ݕ ,ᇱݕ … , ሺ௡ሻ൯ݕ ൌ 0 

  Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung 

    ᇱݕ ൅ ܽሺݔሻݕ ൌ ൜ 0
ሻݔሺݏ

݃݊ݑ݄݈ܿ݅݁ܩ ݁݊݁݃݋݉݋݄
 ݃݊ݑ݄݈ܿ݅݁ܩ ݁݊݁݃݋݉݋݄݊݅   ሻݔሺݕ ൌ ሻݔ௛ሺݕ ൅  ሻݔ௣ሺݕ

    ׬  :“ሻ  : „Trennung der Variablenݔ௛ሺݕ
ଵ
௬
ݕ݀ ൌ െܽ׬ሺݔሻ݀ݔ ֜ ݕ ൌ ܿ ڄ ௔ሺ௫ሻௗ௫׬ି݁  

    ܿ ሻ  : „Variation der Konstanten“: Ansatzݔ௣ሺݕ ՜ ܿሺݔሻ ֜ ሻݔ௣ሺݕ ൌ ܿሺݔሻ ڄ  ௔ሺ௫ሻௗ௫׬ି݁

      Ansatz in DG einsetzen, ܿᇱሺݔሻ integrieren, ܿሺݔሻ in Ansatz einsetzen 

  Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten 

    ᇱᇱݕ ൅ ᇱݕܽ ൅ ݕܾ ൌ ൜ 0
ሻݔሺݏ

݃݊ݑ݄݈ܿ݅݁ܩ ݁݊݁݃݋݉݋݄
 ݃݊ݑ݄݈ܿ݅݁ܩ ݁݊݁݃݋݉݋݄݊݅ ሻݔሺݕ ൌ ሻݔ௛ሺݕ ൅  ሻݔ௣ሺݕ

  Ansatz:  ݕ௛ሺݔሻ ൌ ݁ఒ௫ ֜ ଶ݁ఒ௫ߣ ൅ ఒ௫݁ߣܽ ൅ ܾ݁ఒ௫ ൌ 0 ֜ ଶߣ ൅ ଵߣܽ ൅ ௡ߣܾ ൌ 0 

    ሻݔ௛ሺݕ ൌ ቐ
ܿଵ݁ఒభ௫ ൅ ܿଶ݁ఒమ௫

ሺܿଵ ൅ ܿଶ ڄ ሻ݁ఒ௫ݔ
݁ఈ௫ሺܿଵ ڄ cosሺݔߚሻ ൅ ܿଶ ڄ sinሺݔߚሻሻ

   
ଵߣ ് , ଶߣ ,ଵߣ  ଶߣ א   Թ
ଵߣ ൌ , ଶߣ ,ଵߣ  ଶߣ א   Թ
ଵ,ଶߣ  ൌ ߙ േ ݔ݈݁݌݉݋݇ ݐݎ݁݅݃ݑ݆݊݋݇ ߚ݅

 

    Bestimmung von ݕ௛ሺݔሻ mittels „unbestimmtem Ansatz“ 

      ሻݔሺݏ ൌ ∑ ൫ܽ௜ݔ௜൯௞
଴ ڄ ݁ఓ௫ ֜ ሻݔ௣ሺݕ :ݖݐܽݏ݊ܣ ൌ ∑ ൫ܣ௜ݔ௜൯௞

଴ ڄ ݁ఓ௫ 

  Erfüllt ein Summand ݕ௛ሺݔሻ, multipliziere den Ansatz mit x! 

 

  Nichtlineare Differenzengleichungen – Qualitative Methoden 

  Gleichgewichtspunkte: 

    asymptotisch stabil: jede Lösung konvergiert zu einem Gleichgewicht כݕ, ݂ᇱሺכݕሻ ൏ 0 

    stabil: jede Lösung bleibt in der Nähe von כݕ 

    instabil: mindestens eine Lösung verlässt jede ε‐Umgebung um כݕ, ݂ᇱሺכݕሻ ൐ 0 
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NUMERISCHE MATHEMATIK 

19) AUFLÖSUNG VON GLEICHUNGEN UND GLEICHUNGSSYSTEMEN 

Definition:   ߮ሺݔሻ ൌ ݔ െ ݂ሺݔሻ , also ݂ሺݔሻ ൌ 0 ֞  ߮ሺכݔሻ ൌ כݔ െ ݂ሺכݔሻ ൌ  כݔ

     ݂ ist Nullstelle von כݔ ֞  .߮ ist Fixpunkt von כݔ

    ߮ሺݔሻ kann auch ݔ െ ݂ሺݔሻ bzw.  ௫
మି௙ሺ௫ሻ
௫

  sein. 

Iterationsverfahren konvergiert stets, wenn  ߮ሺݔሻ ߳ ܫ , |ሻݔund  |߮Ԣሺ  ܫ ߳ ݔ׊ ൑ ߣ ൏ 1 

Konkrete Iterationsverfahren: 

Newtonsches Näherungsverfahren:  ௡ାଵݔ ൌ ௡ݔ െ
௙ሺ௫೙ሻ
௙ᇲሺ௫೙ሻ

 

Regula falsi (݂ stetig, aber nicht differenzierbar):  ௡ାଵݔ ൌ ௡ݔ െ
௫೙ି௫೙షభ

௙ሺ௫೙ሻି௙ሺ௫೙షభሻ
ڄ ݂ሺݔ௡ሻ 

Auflösen von Gleichungssystemen: 

Gauß’sches Eliminationsverfahren mit Pivotisierung: 

  Maximales Element der Restmatrix nach „links oben“ verschieben 

Gesamtschrittverfahren von Jacobi:  ௞ାଵݔ
ሾ௜ሿ ൌ ଵ

௔೔೔
ڄ ቀܾ௜ െ ∑ ܽ௜௝ݔ௞

ሾ௝ሿ
௝ஷ௜ ቁ 

  Konvergenz gesichert, z.B. mittels Zeilensummenkriterium  ∑ หܽ௜௝ห௜ஷ௝ ൏ |ܽ௜௜| ,  ݅׊

Einzelschrittverfahren von Gauß‐Seidel:  ݔ௞ାଵ
ሾ௜ሿ ൌ ଵ

௔೔೔
ڄ ቀܾ௜ െ ∑ ܽ௜௝ݔ௞ାଵ

ሾ௝ሿ
௝ழ௜ െ ∑ ܽ௜௝ݔ௞

ሾ௝ሿ
௝வ௜ ቁ 

20) NUMERISCHE METHODEN DER ANALYSIS 

Approximation 

Methode der kleinsten Quadrate: gesucht pሺݔሻ ൌ ܽ ൅ , ݔܾ ∑ሺ݂ሺݔ௜ሻ െ ௜ሻሻଶݔሺ݌ ൌ ݉݅݊! 

  തݕ ൌ ܽ ൅ , ҧݔܾ ܾ ൌ ∑௫೔௬೔ି௡௫௬തതതത
∑௫೔మି௡௫ҧమ

ݔ ݊݋ݒ ݃݊ݑݑ݁ݎݐܵݕ ݀݊ݑ ݔ ݄݊݁ܿݏ݅ݓݖ ݃݊ݑݑ݁ݎݐܵ   

Interpolation durch Polynome: 

Lagrange Interpolation:    ܮ௜ሺݔሻ ൌ ∏ ሺ௫ି௫ೖሻ
ሺ௫೔ି௫ೖሻ௞ஷ௜      ሻݔሺ݌ ൌ ሻݔ௜ሺܮ∑ ڄ ௜ݕ  

Newtonsche Interpolationsformel: 

  ሻݔሺ݌ ൌ ܾ଴ ൅ ܾଵሺݔ െ ଴ሻݔ ൅ ܾଶሺݔ െ ݔ଴ሻሺݔ െ ଵሻ… mit ܾ௞ݔ ൌ ݂ሾݔ଴, ,ଵݔ … ,  ௞ሿݔ

  ݂ሾݔ଴ሿ ൌ ݂ሺݔ଴ሻ  , ݂ሾݔ଴, ଵሿݔ ൌ
௙ሾ௫భሿି௙ሾ௫బሿ

௫భି௫బ
   , ݂ሾݔ଴, ௞ሿݔ … ൌ

௙ሾ௫భ,…,௫ೖሿି௙ሾ௫బ,…,௫ೖషభሿ
௫ೖି௫బ

  

Spline Interpolation: Polynomfunktionen 3. Grades, die in den Anschlussstellen in 

Funktionswert, Steigung und Krümmung übereinstimmen. 
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Numerische Integration: 

Sehnentrapezregel:  ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൎ ௕ି௔
ଶ௡

௕
௔ ሺݕ଴ ൅ ଵݕ2 ൅ڮ൅ ௡ିଵݕ2 ൅  ௡ሻݕ

Keplersche Fassregel:  ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൎ ௕ି௔
଺

௕
௔ ሺݕ଴ ൅ ଵݕ4 ൅   ଶሻݕ

Simpsonsche Regel:  ׬ ݂ሺݔሻ݀ݔ ൎ ௕ି௔
଺௡

௕
௔ ሺݕ଴ ൅ ଵݕ4 ൅ ଶݕ2 ൅ ଷݕ4 ൅ ൅ڮ ଶ௡ିଵݕ4 ൅  ଶ௡ሻݕ

Interpolation Simulation von Differantialgleichungen: ein ander mal ;) 

 

 

 

 

 

 

 


