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DIFFERENTIAL UND INTEGRAL
RECHNUNG IN MEHREREN VARIABLEN

14) FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

Quadratische Form:  q(x) = q(¥) AX ; A postiv definit, wenn q(¥) > 0,VX # 0

Partielle Ableitungen: limj_ e f(x°+h'y°;_f(x°'y0) = g(xo,yo) = f(%0,Y0)
_ 0 (9r\ _ 9 f _ 9 (3F) _
fxy oy (Ox) T oxdy  ox (6y) - fyx
Tangentialebene: z=1t(x,y) = f(x0,Y0) + f (X0, ¥0) (x — x0) + £5, (%0, ¥0) (¥ — ¥o)

Ableitungsregeln:

. — p_4F _Of du  Of dv _
Kettenregel: F(x) = f(u(x),v(v)) =>F = o0 o fully + foUx
Ableitung impliziter Funktionen: oF  dx + oF dy _

dy dy Fy
E-1+F,-—=0>—=—=
dx dx 0y dx x + y 0

dx dx Fy

15) DIFFERENTIALRECHNUNG UND ANWENDUNG
I

Lineare Approximation und Richtungsableitung: grad f = (fx> = df = grad f(x,)dx
y

maximale Anderung: in Richtung von grad f(x;) , betrigt ||grad f (xg)||
Taylorentwicklung: FX)= f(@®) + (D (x —x0) + ()Y —yo) +

1
51 (fx B (x = x0)? + 2£y () (x = x0) (¥ = ¥0) + fyry DY = 0)?)

Extremwerte ohne Nebenbedingungen:

notwendige Bedingung: grad f (x3) = 0

fxx fxy
fyy fyy

frex (X0, ¥0) < 0 = relatives Maximum, sonst Minimum

hinreichende Bedingung: D(x,, V) = >0

Extremwerte mit Nebenbedingungen:

I
y=fx) = {1777116111)16' unter den Nebenbedingungen @(X) = 0

Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren:
(%, N) = f(X) + A @(X), Extremwert bei grad ®(¥,A) =0
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16) INTEGRATION VON FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN

Integration in Vektorfeldern: grad F = f = F ist Stammfunktion von f

Integrabilitatsbedingung: 2%, ox S Vi, jmiti #j
Bereichsintegrale: [[, f(x,y) dxdy = f; (fcdf(x, y)dy) dx bzw. f; (f(;plz(%) f(x, y)dy) dx

Kurven- und Oberfldchenintegrale:

Gegeben Vektorfeld f(fc’) und Anderungsfeld X(t), 0 <t <1

ffdi = 3 fidw = [y f(u@) Gt = [ (Efi(x®)) de
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DIFFERENZEN- UND
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

17) DIFFERENZENGLEICHUNGEN

Differenzengleichungen 1. Ordnung: x,,.; = f(x,)

Lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung: x,,.; = ax, + b

n a-1 ..
" xo+bn fira=1

Allgemeine Differenzengleichung 1. Ordnung: x, 11 = a,x, + b,

Xn = x,(lh) + x,(lp)

allgemeine L6sung der homogenen Gleichung: x,(lh) =c- H?'l a;

partikuldre Lésung der inhomogenen Gleichung:

Ansatz ,Variation der Konstanten“: ¢ = ¢, = x,(lp) =c, My

¢, berechnen, in xr(lp) einsetzen

Gleichgewichte: x,,.1 = f(x,) = f(x*) = x*
Fixpunkt x* ist asymptotisch stabil, falls |f'(x*)| < 1

Differenzengleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Lineare homogene Differenzengleichung: x,,, + ax,,1 + bx, =0

Ansatz: x, = A" = A"*2 + g1t + pA" = 0

AT + A% A #F Ay, A4, €ER
Xn = (C1+Tl'C2)ln Al 22.2, Al'AZ eR
™ (cq - cos(ng) + ¢, - sin(ng)) 4,4, konjugiert komplex

Lineare inhomogene Differenzengleichung: x,,, + ax,.; + bx, = s,

»

Xp = x,(lh) + x,(f’) , 16sen von x,;”” mittels ,,unbestimmtem Ansatz“
Sn xﬁf’) sin(rn) oder cos(rn) Asin(rn) + B cos(rn)
k .
1 A n* ... Polynom vom Grad k z Ant
0
k .
r’ Ar™ nk.rn ™ Z Ant
0
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Enthalt die Versuchslésung xr(lp)eine Funktion, die in xr(lh)enthalten ist, multipliziere

Ansatz mit n!

Erzeugende Funktionen: mag ich nicht

18) DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Gewodhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung: F(x, v,y .. ,y(")) =0
Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

0 homogene Gleichung

y'+ax)y = {s(x) inhomogene Gleichung

y(x) = yp(x) + y,(x)

yn(x) :,Trennung der Variablen“: f%dy = —[a()dx >y =c. e Jaax

yp(x) :,Variation der Konstanten“: Ansatz ¢ = c(x) = y,(x) = c(x) - e~ Jatax
Ansatz in DG einsetzen, ¢’ (x) integrieren, c(x) in Ansatz einsetzen
Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

0 homogene Gleichung

y'tay +by= {s(x) inhomogene Gleichung

y() = yn(x) + yp(x)
Ansatz: y,(x) = e?* = 12e* + are?* + be™ = 0= 12 +al' +bA" =0

Clellx + CZeAZx /11 F /12 f /11,/12 ER
yh(x) = (01+C2‘x)elx Al =/12, /11,/12 € IR
e™(cy - cos(Bx) + ¢, - sin(Bx)) A2 = a £if konjugiert komplex

Bestimmung von y;, (x) mittels ,unbestimmtem Ansatz”

s(x) = Xk(a;xt) - e#* = Ansatz: Vp(x) = 6(Aixt) - et

Erfullt ein Summand y;, (x), multipliziere den Ansatz mit x!

Nichtlineare Differenzengleichungen — Qualitative Methoden

Gleichgewichtspunkte:

asymptotisch stabil: jede Losung konvergiert zu einem Gleichgewicht y*, f'(y*) < 0
stabil: jede Losung bleibt in der Ndhe von y*

instabil: mindestens eine Losung verlasst jede e-Umgebung um y*, f'(y*) > 0
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NUMERISCHE MATHEMATIK

19) AUFLOSUNG VON GLEICHUNGEN UND GLEICHUNGSSYSTEMEN
Definition: p(x)=x—f(x),alsof(x) =0 ") =x"—f(x*) =x"
x* ist Nullstelle von f & x™ ist Fixpunkt von ¢.

x%=f(x)
X

@ (x) kann auch x — f(x) bzw. sein.

Iterationsverfahren konvergiert stets, wenn @(x) eI ,Vxel und |p'(x)| <1< 1

Konkrete Iterationsverfahren:

Newtonsches Naherungsverfahren:  x,,1 = x, — _}}:r(();n))
Regula falsi (f stetig, aber nicht differenzierbar): Xn+1 = Xp — % f )
nJ)— n-1

Auflésen von Gleichungssystemen:

GauR’sches Eliminationsverfahren mit Pivotisierung:

Maximales Element der Restmatrix nach , links oben” verschieben

Gesamtschrittverfahren von Jacobi: x,[cill = ai (bl- — Xjxi aijx,Ej])
22

Konvergenz gesichert, z.B. mittels Zeilensummenkriterium Zi¢j|aij| <laj|, Vi

Einzelschrittverfahren von GauR-Seidel: x1[<i11 = aiu (bi — Xj<i aijx][cj;']_l —Xjsi aijx,[(j])

20) NUMERISCHE METHODEN DER ANALYSIS

Approximation

Methode der kleinsten Quadrate: gesucht p(x) = a + bx, X.(f(x;) — p(x;))? = min!

J=a+b%,b= Yxy-nxy Streuung zwischen x und y

Y x?2-nx? Streuung von x

Interpolation durch Polynome:

Lagrange Interpolation: L;(x) = [1x2: ((;i__?:c)) p(x) =X Li(x)-y;

Newtonsche Interpolationsformel:

p(x) = by + by (x — x) + by (x — x0)(x — x1) ... mit by, = fxg, X1, o) X

f[xo] — f(xo) , f[xo,xl] _ f[xl]_f[x()] , f[xo, xk] — f[xl'“'ﬂxk]_f[xor'"vxk—l]

X1—Xg Xk—Xo

Spline Interpolation: Polynomfunktionen 3. Grades, die in den Anschlussstellen in

Funktionswert, Steigung und Krimmung ibereinstimmen.
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Numerische Integration:

Sehnentrapezregel: f:f(x)dx ~ bz;na o+ 2y, + 4+ 2y_1 + )

Keplersche Fassregel: f:f(x)dx ~ b%a (yo + 4y1 +v2)

Simpsonsche Regel: f:f(x)dx ~ be;na (yo + 4y + 2y, + 4y + -+ 4y, 1 + Yon)

Interpolation Simulation von Differantialgleichungen: ein ander mal ;)
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