Maria Manuelian
Prifungs-Know-How fiir Mathematik 2 fir Informatiker:

Methode des steilsten Abstiegs (steepest descent) ader Gradientenverfahren:
Geg.: Funktion, deren Minimum bestimmt werden soll: f(x,y) = ... (irgendein Ausdruck)
1) Startpurkt bestimmrern: x = (X5, Xz, - . » X,) —> meistens angegeben (oder mit O auffiillen)
2) 1. Ableitung (Gradient) von f bestimmen und transforieren:

(\V£(x))* berechren
3) Richtung aus dem Gradienten bestimmen:

dy =-(\Vf(x,))*—> Startpunkt: in den Gradienten mit negativem Vorzeichen einsetzen
4) ¢-Funktion bilden:

@A) = f(x +Aed))
5) ¢-Funktion nach A ableiten:

¢'(A) = ... (irgerdein Ausdruck)
©) A* aus obigem Auedruck berechren

A* = ... (irgerdein Ausdruck)
7) néchsten Punkt berechnen

X, =% + A¥d, allgemein: x,, = x, + A*d,

Mehrdimensionaler Taylor

f(x) =) + VIO)(x - %0) + Y2 (x - %0)"\/2f(x0) (x - %,) + Rest
Xo ... Punkt, um den man das Taylorpolynom entwickeln soll
VE(xo) ... Punkt in den Gradienten eineetzen (1. Ableitung)

(- %0) ... (0

(X = %0)" wee (XPYP2)

V2f(x,) ... 2. Ableitung = Hessematrix :G;) 'y =f', (Diagonale)
Rest ... zu ignorieren

Tangentialabbildung:
g(x) = f(x0) + VF(x0)(x - %)

Lagrange-Funktion - Optimierung mit Nebenbedingungen:

Wird bei der mehrdimensionalen Optimierung verwendet:

f, =erste Funktion

f, = zweite Funktion

Angabe: Bestimmen Sie das Minimum/Maximum der Funktion f, unter der Nebenbedingung f, = O:
L(x ¥, A) = - A*(f)

Weiterer Weg: nach allen Variablen urd A ableiten —> jede der daraus resultierenden Gleichungen O
setzen

Alle Losuhgen fiir x und y herausfinden! (Achtung: bei der Division durch Variablen gehen Losungen
verloren! Heraushebenlll)

Uberprufung: Wenn man den Gradienten der Funktion noch einmal nach x urd y ableitet, erhdlt man
die Hesse-Matrix (2. Ableitung) der Funktion f.. In diese setzt man die Kandidaten fir lokale Extrema
ein und Uberpriift, ob die Matrix dann positiv definit (—> Minimum), negativ definit (—> Maximum)
oder indefinit (Kandidat fiir Sattelpunkt) ist.

Definitheit einer Matrix:

Im 2-dimensionalen Raum (Ebene) liberpriift man, ob ein punkt ein Minimum oder ein Maximum ist,
indem man in die 2. Ableitung einsetzt:

f'>0 ... Minimum

f' <O ... Maximum

' =0 ... Kandidat fiir Wendepunkt —> Uberprufung durch Einsetzen in die 3. Ableitung
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Im mehrdimensionalen Raum funktioniert das im Grunde genommen nicht anders: Da hier die 2. Ablei-
tung eine Matrix ist, muss man ein anderes Kriterium finden, das ,grofeer O° oder ,kleiner O ent-
spricht: Die Definitheit eirer Matrix

Zustarde: positiv definit - positiv semidefinit - indefinit - negativ semidefinit - negativ definit

Es gibt 2 Moglichkeiten die Definitheit festzustellen:

1) Eigermerte der Matrix berechnen:

positiv defirit falls alle Eigenwerte grofer als Null sind;

positiv semidefinit falls alle Eigenwerte grofder oder gleich Null sind;
hegativ definit falls alle Eigenwerte Kleiner als Null sind;

hegativ semidefinit falls alle Eigenwerte kleiner oder gleich Null sind und
indefinit falls positive und regative Eigenwerte existieren

2) Hauptminoren der Matrix berechren:
Hauptminoren = Deterrrinanten der quadratischen Untermatrizen

positiv definit falls alle Hauptminoren grofder als Null sind;
hegativ definit falls die Hauptminoren alternierend negativ urd positiv sind
Indefint falls die Matrix weder positiv noch negativ definit ist

Fiir Semidefinitheit gibt es kein Hauptminorenkriterium
Statiorére Funkbe: Maximum —-> negativ definite Hesse-Matrix, Minimum —> positiv definite Hes-
se-Matrix, Kandidat fiir Sattelpunkt —> indefinite Hesse-Matrix

Kontraktion (Numerik):
ITG)-T)I < glixeyll

Nullstellenproblem - Fixpunktproblem

Nullstellenproblerrt Schnittpunkt der Funktion mit der x-Achse

F(x) = x (Fixpunktproblem) —> G(x) = F(x) - x = O (Nullstellenproblem)
Fixpunkbproblerm: Schnittpunkt der Funktion mit der 1. Mediane (y=x)
G(x) = O (Nullstellenproblem) —> F(x) = G(x) + x = x (Fixpunktproblem)
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Differentialgleichungen:
[) EINFACHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN:

Integreren: Anrrerkungen
Y () =a(x) Y(x) = dyldx
dyldx =a(x) —> dy = a(x) dx —> y(x) = Ia(x) ax
==>y(X) = fa(x) ax+c c€ER

Bap. y'(x):5x2—>y(x)=b<2dx=x3+c

Lufanganertbedingungen:

Bop. YO) =4
YO) =P +c=4—>c=4—">YX) = +4

Trennung der Variabler:

Eorm: Y (X) = a(x)f(y) —> umfortren Y'(X) = dy/ax

dyldx = a(x)f(y) —> dy/f(y) = a(x) dx —>
firydy=a() dx +c

Bop.: Y(x) +x~(x) =0 Y (x) = dy/dx
dyldx = -xy?(x) —> -(1/y?) dy =x dx —>

- [1n2 dy = Ix dx ine =lyz =y (-0 =-11y
1y =x2/2 + ¢, = (+c)/2
YX) =2/ +c)
[I) LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG:

Form: Y(X) + a(x)y(x) = s(x) a(x), s(x) —> integrierbar

5(x) = O —> homogene lineare Differentialgleichung
1. Ordnung

L5 Fahren:
Y=%+Yp
D) Y, ... LOsung der homogenen linearen Differentialgleichung
i)y, ... partikulare (spezielle) Losung

y'(X) + a(x)y(x)_.

aly/alx =-a(x)y(x) —> 1/y dy - a(x) ax —> ﬁ/y dy = Ia (x) alx
log ... Logarithmus naturalis (In am Taschenrechner [e¥])
==> log(y) = - Ja(x) dx + log(C) C kann irgendeine
Konstante sein, also auch
der Logarithmus von einer

==> yX)=ehW*eC beliebigen Konstanten —>
Rechenregeln fiir
Logarithmen
Bop.: y + 32y =0
ayldx = -5xey
1y dy = -5 dx —> ﬁ/y dy = - [Zxe dx —> log(y) = %2+ log(C)
yX)=Cee¥
Anfangswert:  zB. y(0) =
Y(0) = Cee®
Yx) =27

Y' () +aXx)yx)=s(x)

aLale: 1) s(x) = &; a(x) =a (# O)—> reelle Konstante
Y, =¢/a
2) 5(x); a(x) —> nicht konstant
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C—> C(x)
yp<x> Cx)ee =0+
"+ a(x)yP &(x)
—> . —> C(x) = Js(x)eeht) 4 gx Integral im Exponent zuerst
auswerten
allgetreine Losung: y =y, +,
y¥) =e Ja() ok @ (C+ jg(x).eba(x)dx ax)
Bap. Y(X) + (y/x) =x +4
bomog. Leg v Y(x) + (¥/x) =0
ayldx = -y/x
1y dy = -1/x dx
[11y dy = -[1/x dx
log () = - log(x) + 1og(C)
W) =Cix
partik leg y,; X% +4—> nicht konstant —> Variation der Konstarten
= C(x)/x —>y, = (C'(x)x - C(x))/ & Quotientenregel

an@z@n; a=1xs=x2+4

¥, + 2y, = o)

(C'(x)x - C(x))/x2 + 1/x @ C(x)/x =& + 4
C'(x)x - C(x) + C(x) = (x& + 4)x?

C'(x)x = (@ + 4@

C'(x) =x3 + 4x

() =JC'(x) =53 + 4x dx = x4 + D&
= C(x)/x = (x4 + 28)/x =x38/4 + 2«
Y=Y+ Y,
YX) = G/ +534 + 2x
Anfangewert:  y(1) =1—> angegeben
YN =cN+14+2=1—>c="D/4
==> WX) =S4 +53/4 + 2

[IT) LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ZWEITER ORDNUNG:
Eorm: Y'(%) + &)y (%) +2()y(x) = e(x)
s(x) = O —> homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
Y=Y 1Y
5(x); a,(X); a,(x) —> konstant (s, a, a, € R) —> y'(X) + ay' (x) +ay(x) =5
s = O —> homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

Ansatz.  y(x) = C@AX —> y'(x) )\CelX —> y' (x) AZCdX

Ce*()2 +a) +a,)=0

Y'(X) +ay'(x) +ayx) =0

’2+al+3,=0
| I o Sleichuna:

) +al+a,=0

Ao =-al2+ Nafl4-a, (kleine Losungsformel)
Je nach Wert der Diskriminante (Wert unter der Wurzel) unterscheidet man 3 Falle:
) azl4-a,>0
2)agl4-a,=0
3)afl4-a,<0



allg. Lsg.:

allg. Lsg.:

2 reelle Losungen (A, # A,) Maria Manuelian
W(X) = Cer s yo(x) = C
YX) =G> + Ce

Doppelldsung (A, = A, =A)
Wi(X) = Cier s ya(x) = xCe
YX) =Gex +xCex = (G + Cx)ex

2 komplexe Losungen (A, = -a/2 xioNa?/4 - a,) —> a + bi

Yi(X) = Cleletix = Clexe™; y,(x) = Clel@x = C'exeit;

allg. Leg.: YX) =C"exe™ +Ce*e =e(C\e™ + Ce™)
Eulereche Formrel (é¢ = cosp + igine):

Y69 = e%(Cooa(t) + Cooo()
—> a <0 (gedampft); a > O (aufechaukelrd); a = O (konstant)

Y'() +¥Y(x) +y(x) =0
224 h+1=0—> A, = (-1/2) =i (NB/2)
Y(X) = e"2(Ceos((NB/2)) + Cosin(NBH/2)x))

partikuldre Losung: Y (X) =e/a, fallsa, 20
V/x) =xeslz,  fallba,=0,a,#0

Y'() -y =3

hotroa, Lag.: A2 -1=0—>A=1A =-1—>y,(x) = Ce* + Ce™

yp(x> =sla, =3/(-1) =-5
M) =3h() +3) =Ce+ G- 5

Adfangswerte;  ¥(0)=3  y(0) =4

yO)=5—>C+(C,-3=3
Y(©O)=4=C-C,
C=5C,=1

YX) =5e +e*x—3



