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1 Grundlagen

@ Begriffe:

Logik: diese untersucht allgemeine Prinzipien korrekten Schlieflens
mathematische Logik: stellt zu diesem Zweck formale Kalkiile bereit und
analysiert die Beziehung zwischen Syntax und Semantik von Aussagen
Syntax: Vorschriften/Regeln, welche festlegen ob Symbole/Zeichenketten zu
einer Sprache gehoren (oder auch nicht)

Semantik: die konkrete Interpretation, und die daraus resultierende Bedeu-
tung von Symbole/Worte/Sprachkonstrukte

Wahrheitswert: ein booleschelﬂ Wert der nur wahr/falsch annehmen kann
Konstante: ein fixer Wert, per Konvention zb: a, b, ¢, d

Variable: ein sich verdndernder Wert, per Konvention zb: z,y, 2z, u, v, w
Funktion: arbeitet mit Objekten und liefert Wert zuriick, zb: f, g, h
Priadikat: eine Funktion der Form f: D — b € {0,1}, zb: P,Q, R
Quantor: Erweiterung der AL durch Existenz- (3) / All-Quantor (V) in PL
Operator: kann als n-stellige Funktion angesehen werden
Prifix-Notation: der Operator steht vor den Operanden, zb: o(x, )
Infix-Notation: der Operator steht zwischen den Operanden, zb: x oy
Konjunktion: nichts weiter als eine UND-Verkniipfung: A

Disjunktion: nichts weiter als eine ODER-Verkniipfung: Vv

Klausel: Form, die nur aus disjunktiv verkniipften Literalen besteht
Literal: negierte oder nicht-negierte Variablen, zb: z, —x

Interpretation: (auch “Belegung”) weist einer Unbekannten einen konkre-
ten Wert zu, erst mit der Interpretation entstehen aus Daten Informationen
Formel: driickt ein mathematisches Gesetz mit Hilfe von Variablen und Re-
gel/Vorschriften die miteinander in Beziehung stehen aus

Atomformel: in der PL sind dies auf Variablen angewandte Pridikate
Regelsystem: bestehend aus Ableitungs-/Inferenzregeln um Formelbeweise
(Ableitungen) vorzunehmen

Axiom: eine als wahr vorausgesetzte (Grund-)Formel

Theorem: von Axiomenmenge (durch Logik) abgeleitete Formel

:Begriffe

1.1 Bewertung von Aussagen

Sei Z die Menge aller moglichen Interpretation, I eine konkrete Interpretation daraus,
F' die zu bewertende Formel und M (von Meaning) die resultierende Bedeutung von F'
anhand I, so lassen sich die moglichen Bewertungen kompakt anschreiben — wie in der
nachfolgenden Tabelle ersichtlich ist.

Sbenannt nach George Boole, eingefiithrt im 19. Jhdt fiir algebraische Methoden in der AL

Vs
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Bewertung ‘ Beschreibung formal angeschrieben
“giiltig” ergibt immer wahr VI €T : M(F, I ) =1
“erfiillbar” kann wahr ergeben dI €1 : /\/l(F 1 ) =1
“widerlegbar” | kann falsch ergeben dI € T : M(F, 1 ) =0
“unerfiillbar” | ergibt immer falsch VI €Z: M(F 1 ) =0

Tabelle 1: die vier moglichen Bewertungen von Aussagen

Somit sind folgende Aussagen automatisch immer wahr:
e Wenn VI’ € Z: M(F,I) =1 = F nicht nur erfiillbar, sondern auch giiltig.
e Wenn F nicht giiltig ist = F' bestimmt widerlegbar (wenn nicht sogar unerfiillbar).
e Ist —=F unerfiillbar = F giiltig (“indirekter Beweis”).

e Ist F' nur erfiillbar = F auch widerlegbar — und vice versa.

1.2 Normalformen

Unter der Normalform einer Formel versteht man eine standardisierte vereinfachte Va-
riante, die dquivalent zur urspriinglichen Formel ist.

F in disjunktiver Normalform besteht aus Disjunktionen von Konjunktionsterme:
DNFF)=(..AN...A OV AN )V

Eine Formel in DNF (und dazugehorige Anschreibung in Mengen-Notation) wire zb:

@Ay Vany = {{oyh e

F' in konjunktiver Normalform besteht aus Kunjunktionen von Disjunktionsterme:
KNF(F)=(..V...V..)OAN(..V...V..OA...

Eine Formel in KNF (und dazugehorige Anschreibung in Mengen-Notation) wére zb:

@V AN-av-y) = {{z,-yh e, -v}}
Hinweis: Unter einer Klauselnormalform versteht man eine KNF.

Die Prianex- und die Skolemnormalform sind zwei sehr dhnliche Vorstufen zu einer
DNF/KNF. Bei beiden bestehen die ersten drei Schritte aus dem Transformieren der
Operatoren (TRANSFORM), dem “Nach-innen-ziehen” von Negationen (NEGATION) und
der Umbennung von mehrfach vorkommenden Variablennamen (SYNTAX, “Syntaxberei-
nigung”).
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Bei der PNF werden die Quantoren — unter Beriicksichtigung ihrer Anordnung — nach
vorne gezogen (SHIFT), wo hingegen bei der SNF die Existenquantoren 3 durch neue
Konstanten- bzw Funktionssymbole ersetzt werden und Allquantoren V weggelassen wer-
den kénnen (SKOLEM).

Siehe mehr dazu auf Seite 211

Weiters sei noch die Negationsnormalform (NNF) angemerkt, welche entsteht, nach-
dem alle Negationen nach innen gezogen wurden (NEGATION).

1.3 relevante Gesetze und Regeln

De Morgan’sche Gesetze

Diese Gesetze sind an und fiir sich mit etwas Uberlegen und Logik herleitbar.

Wenn es richtig ist, dass x oder y falsch ist (das oder zuerst ausgewertet), dann
miissen beide falsch sein. Genauso wenn beide Variablen zusammen falsch ergeben (zu-
sammen/oder zuerst ausgewertet), dann muss eine von beiden falsch sein.

~(@Vy) = —aA-y

—(zANy) = —-xV-y
Folgerung;:

2Vy = ~(~zA-y)

x ANy = —(-xV-y)

Und weil es so nett ist, existiert noch diese Umformung —(4A — B) = A A —B, da:
-(A—-B) = -(-AVB) = —-—AA-B = AA-B
Natiirlich sollten die Distributivgesetze jedem noch immer im Gedéchtnis sein:

z*(yoz)=(zxy)o(zxz2)
(xoy)xz=(x*2)o(yx*2)

Dadurch, dass die Operatoren A und V assoziativ sind, kann folgendermaflen eine
Klammereinsparung erfolgen:

A ...NF,  steht fiir (F1A (... AN Fy))
BvVv...VvFE, steht fir (F1V (...VF,))

g Beispiel A: Sei [T = F' — (G — F), bewerten Sie II.
F G|G—F 1
0
0
1

o

1 1
1 0 1
1 1
1 1 1 1

DaVI €Z: Mar(Il, I) = 1, ist die Formel II giiltig und daher auch erfiillbar.
:Beispiel

o




2 AUSSAGENLOGIK

TU Wien, Theoretische Informatik 2

2 Aussagenlogik — AL

@ Begriffe:

klassische Aussagenlogik: diese kennt — im Gegensatz zur Fuzzy-Logik —
nur die zwei moglichen Wahrheitswerte wahr (1) und falsch (0)
aussagenlogische Konnektive: damit sind Funktionen iiber den Wahr-
heitswerten gemeint (Junktoren und Operatoren)

funktional vollstdndige Funktionen: ist eine Operatorenmenge, wenn al-
le anderen Operatoren durch diese ausgedriickt werden konnen, zb: {A}

2.1 Operatoren

:Begriffe

z y|vinlo|o|m]e|Y]Ale]e
x|[- 0 offojo[tT[1 0[O0 [L1][1[1]0O
o1 o 1f1|ol1|ofo|1]of1|o0]1
1o 1 o0f1{ojo|1|1]|0]0[1]0 1

1t 11111 |0]0]0|0]|1]0

Tabelle 2: Operatoren in AL — Wahrheitstabelle

) Operator  Beschreibung

- Negation liefert den invertierten (umgekehrten) werd des Terms

\Y% OR liefert 1, wenn mindestens ein Term 1 ist (“Disjunktion”)
A AND liefert 1, wenn beide Terme 1 sind (“Konjunktion”)

— | Implikation liefert 0, wenn von 1 auf 0 geschlossen wird, ansonsten 1
< | Implikation da Implikation nicht kommutativ ist, selbiges umgedreht
> = Impl R eine negierte Implikation, anders ausgedriickt: (4 — B)
o> = Impl L da Implikation nicht kommutativ ist, selbiges umgedreht
v NOR ein negiertes Oder, anders ausgedriickt: ¥ < —(A V B)

A NAND ein negiertes Und, anders ausgedriickt: A < =(A A B)

& | Aquivalenz  liefert 1, wenn beide Terme gleich sind

<+

- Aquivalenz

liefert 1, wenn beide Terme verschieden sind

Tabelle 3: Operatoren in AL — Erklarung

Die sogenannte Prezedenz (welcher Operator zuerst ausgewertet wird) ist in dieser
Reihenfolge definiert: =, A, V, —, <.
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2.2 Syntaktische Methode

Die syntaktische (oder auch algebraische) Methode formt eine Formel durch folgende
Transformierungen in &quivalente Gleichungen um. Die Korrektheit dieses Verfahrens
beruht auf drei Tatsachen:

1. Alle angegebenen Gleichungen sind giiltige Aquivalenzen.

2. Auf jede Formel, die noch nicht in DNF/KNF ist, ist eine der Aquivalenzen an-
wendbar.

3. Da es keine unendlich langen Umformungsketten gibt, terminiert das Verfahren.

1. REPLACE: Alle Operatoren werden durch V, A und — ersetzt:

r—y = —xVy T~y = TNy
rT—y = xTVy Ty = TNy
xYy = —xA-y TAy = —xV-y
ey = (zAy)V(zA-y) zy = (hzAy)V(zA-y)

2. NEGATION: Alle Negationen werden “nach innen” gezogen (De Morgan Gesetze),
doppelte Negationen werden eliminiert:

3. ELIMINATE: Eventuell auftretende Konstanten werden eliminiert:
xAN1==zx xAN0=0 rxrVvV1=1 xrV0==zx -1=0 -0=1

4. TRANSFORM: Durch mehrmaliges anwenden der Distributivgesetze gelangt man
letztendlich zur gewiinschten Normalform:

4 DNF:xAN(yVz)=(xAy)V(zAz) KNF :zV (yAz)=(zVy) A(zV2)

Abbildung 1: syntaktische Vorgangsweise in AL zur Umformung in die DNF/KNF

g Beispiel B: Konstruktion der Normalformen mit der syntaktischen Methode

Es sei die Formel F' = (x A (y V 2)) — (—u A =—1) gegeben.
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Formel F:  (zA(yVz)) — (-uA--1)
REPLACE: “(zA(yVz)V(—uA--1)
REPLACE:  —(—z V —(yV 2)) V (~u A =—1)
NEGATION: (mmx A==(yVz))V(~u A1)
NEGATION: (z A (yVz))V (~uAl)
ELIMINATE: (z A (yV 2))V —u

TRANSFORM: Distributivgesetzte anwenden ...
DNF(F): (xAy)V(zAz)V-u

KNF(F): (xV—u)A(yVzV-u)

:Beispiel

2.3 Semantische Methode

Diese Methode ist nur fiir wenige Variablen geeignet, da ansonsten die zu verwendende
Wahrheitstabelle zu grofl wird.
Gegeben sei eine beliebige bindre Funktion o, welche folgende Wahrheitswerte erzeugt:

Ty ‘ o(x,y) NF ‘

0 0 1 D -z A —wy

0 1 0 = K (. Ay )=axV-y
1 0 1 D x AN Ty

1 1 1 D r A Y

Abbildung 2: semantische Vorgangsweise in AL zur Umformung in die DNF/KNF

Die wahr-liefernden Konfigurationen dienen zur Erzeugung der DNF, die falsch-liefernden
der KNF, welche aber zuvor noch negiert werden muss (siche De Morgan’sche Regeln
Seite @ Nun kann man beide Normalformen in Mengen-Notation angeben:

DNF(e) = {{~z, ). {2, ). {z,y}} und KNF(o) = {{z.~u}}

Interessant sind nun die Extremfille Tautologie und Kontradiktion:

Bei einer Tautologie werden alle Variablenbelegungen fiir die DNF verwendet (also
eine beliebige Interpretation), bzw keine fiir die KNF (da das Resultat von jeglicher
Variable unabhingig — 1 — ist).

Bei einer Kontradiktion hingegen werden alle Variablenbelegungen fiir die KNF ver-
wendet (durch duales Vorkommen der Literale ist diese Bedingung niemals erreichbar),
bzw keine fiir die DNF (Unabhingigkeit des Resultats; es 3 I, sodass M4y (F,I) = 1).

Redundanzelimination

e Tautologie-Elimination: Die Klausel der Form {z, -z} wird gestrichen.

e Subsumtion: Wenn gilt A C B, kann A gestrichen werden.
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g Beispiel C: Konstruktion der Normalformen mit der semantischen Methode

Es sei die Formel F' = (z — y) A (x — z) gegeben.

R
Z
!

<
8

oo OO OR
=IO O R RO o
= O MR OROR O
H O OO KKK KF|M

R RroOoRRRR|
O RO R

OR="="OOQOUouo

DNF(F) = (raA-yA-2)V(zAyAz)V(xA-yAz)V
(xAyAz)V(xAyAz)

= {ﬂxa Y, _'2}7 {$,y, _\Z}, {IE, Y, 2}7 {LL’, Y, _‘Z}? {.CU, y,Z}}
KNF(F) = ﬂ<(:c/\—|y/\ﬂz)\/(ac/\ﬁy/\z)v(ac/\y/\—'z))

= {{_‘xvyvz}a{_'x7y7 _‘Z}v{_‘xv_'y7 Z}}
:Beispiel

2.4 Horner-Schema

@ Begriffe:

Hornformel: besteht aus Konjunktionen von Hornklauseln
Hornklausel: besteht aus Disjunktionen von Literalen, wobei 3 hochstens
ein positives Literal

:Begriffe

Es existieren bestimmte Klassen von Formeln fiir die es besonders schnelle Verfahren
gibt um ihre Erfiillbarkeit zu beweisen. Das Horner-Verfahren arbeitet nun mit Kon-
junktionen von Teilformeln folgender Art:

1—-=x
T N...Nxp — 1
TIN ... ANTy — Y

10/jp5
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Formeln zu Klauseln

Die Umwandlung zwischen Formeln und Klauseln geschieht nach folgenden Regeln:

Hornformel: (anb—¢c) N (1—=a) N (1—=0 A (c—0)
Hornklausel: {—a, b, c} {a} {b} {—c}

Eine Hornformel ist folgendermafien aufzufassen:
aNbANc—d = —=(aAbAc)vVd = —aV-bV-cVd
Es existieren zwei mogliche Typen von Hornklauseln:

Name ‘ Disjunktion Implikation Beschreibung
Zielklausel -1 V...V oz, 1 A... Nz, — 0 P positives Literal
definite Hornkl. | -z;V...V—-xz,Vy x1A...Ax, —y 31 positives Literal

Tabelle 4: zwei Typen von Hornklauseln: Zielklausel und definite Hornklausel

Markierungsalgorithmus

Mit diesem Algorithmus (auch “Erfiillbarkeitsalgorithmus” genannt) kann man die Erfiillbarkeit
einer Formel in Polynomialzeit testen und damit feststellen, ob es eine Variablenbelegung
gibt, damit die Hornformel wahr ist.

1. INIT: markiere jede vorkommende 1 (wenn B 1 = fertig, Formel ist erfiillbar)
2. MARK: markiere rechte Seite, wo linke Seite schon vollkommen markiert wurde

e ABORT: wenn eine 0 markiert wurde stoppen, Formel ist unerfiillbar

Y 3. UPDATE: gerade rechts markiertes auch iiberall links markieren, gehe zu 2.

Abbildung 3: Vorgangsweise des Markierungsalgorithmus zum Horner-Schema

Variablenbelegung

Jede markierte Variable wird mit wahr und jede unmarkierte mit falsch belegt, um ein
Modell einer erfiillbaren Formel anzugeben. Eine unerfiillbare Formel besitzt logischer-
weise kein Modell und jede Belegung ist ein Gegenbeispiel.

g Beispiel D: Horner-Schema: Anwendung des Markierungsalgorithmus

11/55)
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Far=1—-ANAAB—-C)AN(A— B)AN(C — D)AN(CAND —0)

INIT: alle ler markieren
1—-AANMAANB—-C)AN(A—B)AN(C —-D)AN(CAND —0)

MARK: markiere Variable A, da linke Seite vollstdndig markiert
1—-A)ANAAB—-C)AN(A—-B)AN(C —-D)AN(CAND —0)

UPDATE: alle As auch links markieren
1—AANAAB—-C)ANA— B)A(C— D)AN(CAD —0)

MARK: markiere Variable B, da links als einziges A schon markiert
1-AHONAANB—-C)AN(A—=B)AN(C—-D)N(CAD —0)

UPDATE: alle Bs auch links markieren
1—-ANAANB—-C)AN(A—-B)AN(C —-D)N(CAND —0)

MARK: markiere Variable C, da A und B schon markiert
1—-AANAANB—-C)AN(A—-B)AN(C —-D)AN(CAD —0)

UPDATE: alle Cs auch links markieren
1—-AANAAB—-C)AN(A— B)A(C—D)A(CAD —0)

MARK: markiere Variable D, da C' schon markiert
1—=ANAAB—-C)NA—-B)AN(C—=D)A(CAD —0)

UPDATE: alle Ds auch links markieren
(1—A)ANAANB—C)AN(A—B)A(C —D)A(CAD — 0)

MARK: markiere Konstante 0, da D schon markiert
(1= A)VA(AAB—C)A(A— B)A(C— D)A(CAD— 0)

ABORT: Konstante 0 wurde markiert, Verfahren anhalten, Formel unerfiillbar

:Beispiel

12/55)
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3 Pradikatenlogik — PL

Umgangssprachlich wird nicht strikt zwischen Objekt und Priadikat getrennt — anders
aber in der Mathematik. So kann man die Aussage

Jeder Schwan ist weifs. <  (Vx)P(z)=1
in zweierlei Arten auffassen/interpretieren:

| Objekt = Pridikat P
1 Schwan istWeif3
2. Weif} istSchwan

Quanitat der Urteile

Die generellen Urteile werden in der traditionellen formalen Logik, die auf Aristoteles
zuriickgeht, eingeteilt in universelle (allgemeine) und partikulire (besondere). Zusammen
mit den singuléren (einzelnen) Urteilen bilden sie eine Trias in der Rubrik der Quantitét
der Urteile. Ubliche Beispiele sind (1) fiir ein allgemeines Urteil: “Alle Griechen sind
Menschen”, (2) fiir ein besonderes Urteil: “Einige Griechen sind Philosophen”, (3) fiir
ein einzelnes Urteil: “Sokrates ist ein Mensch”.

In der modernen Pridikatenlogik, die auf Frage zuriickgeht und die in den Logik-
Grundkursen gelehrt wird, erhalten diese grammatisch parallel gebauten Satze freilich
jeweils eine ganz verschiedene Analyse. Die grammatische Oberflichenstruktur verbirgt
insofern die logische Tiefenstruktur. Die Analysen lauten:

1. “Alle Griechen sind Menschen” =
“Fiir alle z gilt: Wenn z ein Grieche ist, so ist  ein Mensch.”
Va(G(z) — M(x))

2. “Einige Griechen sind Philosophen” =
“Es gibt mindestens ein z, fiir das gilt: x ist ein Grieche und z ist Philosoph.”
Jz(G(z) N P(x))

3. “Sokrates ist ein Mensch” =
“Fine konkretes Objekt mit dem Namen Sokrates ist ein Mensch.”
M (s), wobei s hier nun eine Konstante représentiert

g Begriffe:

gebundene Variable: die Variable ist “untergeordneter Knecht” eines Quan-
tors, geschrieben = C y (y ist im Bindungsbereich von z, zb: Vaz3yP(z,y))
freie Variable: die Variable wird durch niemanden gebunden und das Er-
gebnis ist demnach von dieser Variable unabhéngig

geschlossene Formel: wenn in der Formel 3 freie Variable

13/jp5
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Variablensubstitution: zb F(z/t) ersetzt in Formel F alle freien Vorkom-
men von z € F' durch den Term ¢

:Begriffe

g Beispiel E: gebundene/freie Variablen in PL

Es sei die Formel Vz(P(x) A Q(z,y)) V Jy(R(x,y)) gegeben.

z ist links durch Vx gebunden, da x im Allquantor steht und auch noch in
der Formel in P(z) und auch in Q(z,y) benutzt wird. y ist links jedoch nicht
gebunden und ist damit frei im ersten Teil der Formel.

Im zweiten Teil der Formel ist y durch 3y gebunden und wird auch in R(z,y)
benutzt. x hingegen ist im zweiten Teil frei.

:Beispiel
3.1 Modelle

Ein Modell ist eine Art abstrakter Datentyp, welcher definiert ist durch das Quadrupel
D =(D,FS,PS,KS), wobei:

D ... Domaéne, Gegenstandsbereich; zb: N, Z
FS ... FunktionsSymbole; zb: f(x), g(y)

PS ... PridikatenSymbole; zb: P(x), Q(y)
KS ... KonstantenSymbole; zb: ¢, d

Dadurch ist die saubere Trennung von Syntax (Struktur) und Semantik (Interpreta-
tion) gewéhrleistet — siehe weiters dazu “Signaturen” und “Signaturinterpretation”.
Weiters ist noch die Abkiirzung I'V S iiblich, stehend fiir IndividuenVariablenSymbol.

g Beispiel F: Eine Modellstruktur fiir die ganzen Zahlen Z

7 = <Za {+7_a*}’{<7:}az>
wobei Z ={...,-2,-1,0,1,2,...}

:Beispiel
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3.2 Verfahren fiir einstellige Pradikate

Ein gutes Verfahren fiir einstellige Pradikate ist das monadische Verfahren (es funk-
tioniert zwar noch fiir zweistellige, aber alles dariiber hinaus ist nicht mehr héndisch
rechenbar, da die Anzahl der Belegungen 2" ist, wenn n die Stelligkeit bezeichnet). Da-
bei werden die Quantoren auf folgende Weise eliminiert, wobei ¢,d € K S

(Vz)P(x) — P(c)AP(d)
(Fz)P(x) — P(c)V P(d)

Beziehungsweise fiir zweistellige Pradikate:

(Vz)P(z,y) — P(e,y) A P(d,y)
(Jz)P(z,y) — Ple,y) Vv P(d,y)

g Beispiel G: Elimination der Quantoren mittels monadischem Verfahren
(3)(vy) (P (= > < >) =
( P(z) — P(c)) A (P(z) — P(d))) —
(< (c) = P(c)) A <P< ) = P() v ((P(d) = P(0)) A (P(d) — P(d)))

:Beispiel

3.3 Unifikation

g Begriffe:

Substitution: eine Abbildung p: IV S — t € Terme dieser Signatur
Unifikator: wenn p(A) = p(B), dann nennt man p Unifikator von A und B
Allgemeinheit von Unifkatoren: A ist allgemeiner als B, wenn B eine
Instanz von A ist, also falls p(A) = B

:Begriffe

E Beispiel H: Anwenden einer Substitutionen auf eine Formel

Sei die Formel F' = P(x,y)VR(f(y),y) und die Substitution 0 = {x/g(a),y/z},
somit ergibt (F) = P(g(a),z) V R(f(2), 2).

:Beispiel
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Die Unifikation ist ein “string-méfliges Parsen” zwei gegebener Terme s und ¢. Man
stellt sich nun die Frage, ob irgendeine Substitution p existiert, so dass p(s) = p(t). Falls
eine solche gefunden wurde, dann wird p “Unifikator” genannt.

Beim Untersuchen von allen auftretenden unterschiedlichen Stellen stoffit man dabei auf
einen von drei Fillen:

1. Fall: gegeben ein Term und eine Variable, wobei Variable ¢ Term:
= ersetzen aller Vorkommen der Variable durch den Term

2. Fall: gegeben ein Term und eine Variable, wobei Variabel € Term:
= Substition p, zb: ist  « f(z) nicht moglich

3. Fall: gegeben zwei Funktionen:
= # Substition p, zb: ist f(z) + g(y) nicht méglich

g Beispiel I: Unifikation Intro

Es seien zwei Funktionen ¢ und ¢’ gegeben. Man finde den MGU dieser

Funktionen.
g(z,h(x),y,h(y)) g (2 u,r(u),v)
{z/z} — g(@, h(z),y,h(y) g (x,u,7(u),v)
{h(x)/u}  — gz, Mz),y,h(y) ¢ (z,h(x),r(h(x)),v)
{y/r(h(z))} +— gz, h(2),y,h(y) ¢ (z,h(z),y,v)
{h(y)/v)}  +—— g(z,h(z),y,h(y)) ¢'(z,h(z),y,h(y))

Somit ist p={z < x,u «— h(z),r(h(x)) — y,v — h(y)}.

Bzw p={{z/z} {u/h(@)} {r(h(x))/y}, {v/h(y)}}
angeschrieben als Variablensubstitutionen.
Das Term-Gleichungssystem dazu: ¢ = {x = 2z, h(x) = u,y = r(u), h(y) = v}

:Beispiel

Inferenzregelsystem

Diese Regeln dienen zur Ableitung des Term-Gleichungssystem & und dem Beweisen
der Losbarkeit/Unlosbarkeit. Wenn € zu L transformiert wird, ist € unlésbar, ansonsten
wurde die allgemeinste Losung von & (der MGU) gefunden.
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g
DECOMPOSE {fls1,. '."S") - f(tl.’ s o) P
{s1=t1,...,8, =ty Ue}
ORIENT M
{v=t}Ue
ELIMINATE (v =t}Ue
{fv=t}U({v « t}(e))
CLASH {f(317"‘78m):g(tla"‘7tn)}U€
1
{v=t}ue

O0CCURS CHECK

TU Wien, Theoretische Informatik 2

velVS,veV(e),v¢ V()
fyg € FSUKS verschieden

velIVS v#t veV(t)

Abbildung 4: Inferenzregelsystem fiir die Unifikation

g Beispiel J: Unifikation mit Hilfe des Inferenzregelsystems

Finden Sie den MGU von A = P(g(a),z,g(z)) und B = P(u, f(u,v),w).

Term-Gleichungssystem ist ¢ = {g(a) =

u,x = f(u,v),g(z) =w}.

ORIENT: {u = g(a) )
ELIMINATE: {u = g(a),z = f(g(a),v), g(z) = w}
ELIMINATE: {u = g(a),z = f(g(a),v),g(f(g(a),v)) = w}
ORIENT: {u=gla),z = f(g9(a),v),w = g(f(g(a),v))}
Somit ist p = mgu{4, B} = {u/g(a),z/ f(g(a),v),w/g(f(g(a),v))}.

:Beispiel
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4 KALKULE TU Wien, Theoretische Informatik 2

4 Kalkule

4.1 Sequentialkalkiil

g Begriffe:

Sequent: ein Ausdruck/Ableitungsversuch der Form ITLT
Multiset: eine Menge, in der Elemente mehrfach vorkommen kénnen
Axiom: Blatter des Ableitungsbaumes mit disjunkten Formelmengen
Priamisse: die durch Regelanwendung entstandenen Kindknoten
Konklusion: die zur Pramisse gehdrende Elternknoten

:Begriffe

Der Sequentialkaliil — oder auch LK (Logik Kalkiil Klassik) genannt — leitet neue

Formeln durch das Anwenden von bestimmten Regeln ab, bis alle Aste in einem Axiom
enden — oder auch nicht. Ein Axiom wird genauer definiert durch:

ITLT ist Axiom, wenn IINT # {}

Also bei denen ein Term links und rechts vom Zeichen | steht und demnach IT und
T nicht disjunkte Mengen sind. Zum Beispiel ist II, ALT'| A ein Axiom, da A auf beiden
Seiten vorhanden ist.

{} L{G} ... G ist giiltig (Tautologie)
{F}L{}... F ist unerfiillbar (Kontradiktion)

Somit kann die Bewertung einer Formel direkt bewiesen werden.

4.1.1 Interpretation von einem Sequenten

Der Sequent IT = T' kann aufgefasst werden als AII — \/T'. Schreibt man nun die
einzelnen Formeln der Multisets aus, ergibt das Ay, ..., A, = B1,..., B, bzw:

3

n
Aj — \/ Bl
1 i=1

J

4.1.2 Ableitungsregeln

Folgende Regeln sind nichts anderes als eine Kodierung der Wahrheitstafel und dienen
zum Beweisen (ableiten aller Aste in Axiome) von Formeln mit Hilfe des Sequential-
Kalkiils.

Die Regeln W und C stehen fiir Weakening (neue Formel hinzufiigen) bzw Construc-
ting (zwei gleiche Formeln auf eine reduzieren).

TILAT I, ALT
TILT

Schnittregel
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Imir,A ILALT
I,—-ALT LT, -A
ILALT  TLBIT o IIIT, A B
I, AV BT IIIT,AV B
A, B, IILT IIIT,A TIILT,B
kel hyN § AR
AAB,IILT IIIT,AAB
IIIT,A ILBLT I, ALT, B
—L —— >R
I, A— BIT IIIT,A— B

Abbildung 5: Regeln des Sequential-Kalkiils 47,

T, At LTI ridym

' Ve Az 111 I'LVzAlz/y], 11

T, Ay LTI T LAt TI

'3z Az 111 I'13A[z/t], 11
IILr IILr

- L -
oA miar ®

I, A ALT LA AT

o AT " AT °

Abbildung 6: sonstige Regeln des Sequential-Kalkiils

4.2 Resolution

@ Begriffe:

Klausel: eine Menge von disjunktiv verkniipfte Teilformeln

leere Klausel: durch Anwendung der Resolutionsregeln ableitbare Klausel-
menge {}

duale Literale: ein Literal das sowohl negiert als auch unnegiert auftaucht
Klauselform: dquivalent zur KNF: Konjunktionen von Disjunktionen
Subsumtion: das Prinzip der Vereinfachung, kleinere Klausel (nur eine) er-
setzt grofere Klausel (aber nur eine)

Resolvent: eine abgeleitete Klausel der Resolution

:Begriffe

Dieses Verfahren beweist indirekt die Giiltigkeit einer Formel durch zwei Schritte:
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1. Transformation von —F (da indirekt) in konjunktive Normalform (KNF)

2. wiederholtes Anwenden der Resolutionsregeln

Ist die leere Klausel {} am SchluB ableitbar, dann ist damit die Giiltigkeit von F'
bewiesen. Das Ableiten geschieht durch “schneiden” von zwei duale Literale (x und —x).
Es ist erlaubt, dass

e nicht alle Klauseln beniitzt werden miissen um zur leeren Klausel {} zu kommen.
e eine Klausel ofters benutzt wird.

e neu entstandene Klauseln zur Erzeugung weiterer wiederverwendet werden.

4.3 Resolution in AL

g Beispiel K: Eine einfache Resolution in AL

Folgende Klauselmenge K sei gegeben: {p, ¢}, {-p},{—q,r}, {-r}
L Ap,q} €K

2. {-p} €K
3 {q} Res(1, 2)
4: {—q,r} €K
5. {r} Res(3, 4)
6: {-r} ek
7. {} Res(5, 6)

:Beispiel

4.3.1 Unit-Resolution

Diese Resolution ist auf Horn-Klauseln anwendbar, da einer der beiden Klauseln /Resolventen
eine Einer-Klausel sein muss.

4.4 Resolution in PL

g Beispiel L: Transformation in Klauselform und Anwendung der Resoultion in PL

Gegeben sei folgende Formel:

F = (32)(P@) v Q) — ((32)P(x) v (30)Q(x) )

Da das Resolutionsverfahren eine indirekte Beweismethode ist, muss F' zuerst
negiert werden (—F'), dann kann diese Formel in die KNF gebracht werden
um letztendlich die Resolutionsregeln anwenden zu kénnen:
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=@ (P@) v Q@) = (E0)P@) v (E0)Q(@) )|
=[=@) (P@) v Q@) v (o) P2) v (32)Q(@) )|
+=(32) (P(@) v Q@) A ~((Er)P(a) Vv (32)Q())]
(52)(P(@) v Q@) A (+(3)P@) A ~E2)Q() )|
(32) (P(@) v Q@) A ((v8)~P(@) A (v3)-Q(@))]
P(e)V Q@) A (~P(@) A -Q(#))]
dA(F) = {{P(0),Q)}, {-P@)} {-Q(@)}
{P().Q@)} {~P()}
\
RO} {Q©)}
\ /
0

:Beispiel

Schritt 1: Transformation in KNF

Um die Formel F' in die KNF zu bringen, gibt es zweierlei Moglichkeiten, die sich
jeweils nur im letzten/vierten Schritt unterscheiden: Prianex-Normalform und Skolem-
Normalform (Skolemisierung).

4.4.1 Pranex-Normalform

g Beispiel M: Transformation in die Pranex-Normalform

Gegeben sei die Formel Vz(A(z) A JyB(y)) — YaC(z).

REPLACE:  —Vx(A(z) A JyB(y)) vV VaC(x)
NEGATION: 3dx—(A(z) A JyB(y)) Vv VaC(x)
NEGATION: dz(—A(z)V -JyB(y))V VzC(x)
NEGATION: 3x(—A(z)VVy-B(y))V VeC(x)
SYNTAX: Jz(—A(z) VVy—B(y)) VV2'C ()
SHIFT: AxVyVa!' (= A(x) vV = B(y)) vV C(x')

Durch die PNF lasst sich nun schnell und einfach die DNF {{—A(m)}, {-B(y)}, {C’(m’)}}
und die KNF {{—A(x), -B(y),C(2' )}} zur weiteren Verwendung erstellen.

:Beispiel
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1. REPLACE: A — B durch -AV B (siehe syntaktische Methode Seite

2. NEGATION: ziehen der Negationen nach innen vor die Atomformel, einerseits durch
die Gesetze von De Morgan (Seite @ und andererseits durch die Vertauschung der
Quantoren:

—VzP(z) = Jz-P(x) -3z = Vr-P(x)

3. SYNTAX: Umbenennung von gebundenen Variablen, sodass diese durch genau einen
Quantor gebunden werden (und verschieden von allen freien Variablen sind)

4. SHIFT: nach vorne ziehen aller Quantoren

Abbildung 7: Vorgangsweise zur Erstellung der PNF (Prianex-Normalform)

4.4.2 Skolem-Normalform

1. REPLACE: siehe Pranex-Normalform
2. NEGATION: sieche Pranex-Normalform
3. SYNTAX: sieche Prianex-Normalform

4. SKOLEM: (“Skolemisierung”) Existenzquantoren durch Einfiihren neuer Funktions-
\ und/oder Konstanten-Symbole eliminieren, Allquantoren fallen weg

Abbildung 8: Vorgangsweise zur Erstellung der SNF (Skolem-Normalform)

Die Skolemisierungﬁ fithrt fiir jede gebundene Variable mit einem FExistenzquan-
tor eine neue Funktion (f,g,h,...) ein, deren Parameter die Variablen der bindenden
Allquantoren ist. Zum Beispiel wird

Vaedy(P(z,y)) 2w Rz, f(z)).
Oder eine etwas lingere Variante:
Vuvodz (P(u,v,x) v EIyQ(x,u,y)) AJzR(z,z)  wird zu
(P, f(,0)) v QUf (w,0),w, g(u,v)) ) A Ple,a).

Die Einfithrung einer neuen Konstante geschieht aus dem Grund, da sie der eigentlich
einzufithrenden nullstelligen Funktion (keine Parameter) gleich kommt: fj = c.

Sbenannt nach Albert Thoralf Skolem, norwegischer Mathematiker, Logiker und Philosoph im 20. Jhdt
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g Beispiel N: Transformation in die Skolem-Normalform

Gegeben sei die Formel Vz(A(z) A JyB(y)) — YaC(z).

REPLACE:  —Vx(A(z) A JyB(y)) vV VaC(x)
NEGATION: 3Jx(—A(z)V —-JyB(y)) Vv VaeC(x)
NEGATION: 3dx(—A(z)VVy-B(y))V VzC(x)
SYNTAX: dz(—A(x) VVy—B(y)) VVa'C(x")
SKOLEM: (=A(c) VVy=B(y)) VVa'C(2)
SKOLEM: (mA(c) vV —=B(y)) v C(x')

Die Klauselmenge ist — &hnlich dem vorherigen Bsp — {{ﬂA(c), -B(y), C(:v’)}}

:Beispiel

Schritt 2: Anwenden der Resolutionsregeln

Das Anwenden der Resolutionsregeln erfolgt analog zur AL, nur zuséitzlich in Kombina-
tion mit Substitutionen.

4.4.3 Faktorisierung

Bei dem Versuch A = {P(z), P(y)} und B = {—=P(u),~P(v)} zu unifizieren wird man
scheitern, da fp, so dass p(A) = p(B). Lésung des Problems ist eine Unifikation inner-
halb von Klauseln.

Es seien die Unifikatoren p; = {z/y, } und p2 = {u/v, } gegeben. Die daraus resultie-
renden Klauseln bezeichnet man als “Faktoren”. Die leere Klausel ist nun durch Fak-
torisierung und Anwenden der Resolution AL ableitbar, wobei § = mgu{P(y), P(v)} =

{y/v} ist:

P@.PG)  2P@.oPW)
Py, Py, "
P() “P(v)

0
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5 Rekursionstheorie

5.1 Grundlagen

g Begriffe:

Algorithmus: ein Verfahren zur Losung eines Problems (Funktionswertbe-
rechnung) fiir gegebene Argumente

Explikat: Beschreibung eines Algorithmus, die untereinander dquivalent sind
numerische Funktion: diese Funktionen haben einen Definitionsbereich
D =N x ... x N und einen Wertebereich von W =N

rekursiv aufzihlbar: eine Menge M C W ist rekursiv aufzéhlbar, wenn es
eine berechenbare Funktion f : D — W gibt, so dass M = f(D), bzw der
Wertebereich von f stimmt mit M iiberein, so dass M = {f(z) | x € D}
rekursiv entscheidbar: (oder nur “rekursiv”) eine Menge M C W ist re-
kursiv entscheidbar, wenn M und W — M rekursiv aufzédhlbar sind

:Begriffe

5.1.1 Abzahlbarkeit

Eine unendliche Menge M ist effektiv abzihlbar mittels der bijektiven Funktion f :
M — N, wenn es fiir alle Eingaben aus N einen abbrechenden Algorithmus gibt, mit
dessen Hilfe man fiir jedes n € N den Funktionswert der inversen Funktion von f an der
Stelle n berechnen kann, namlich f~1(n) € M.

Falls M endlich ist, und |[M| = n, dann ist natiirlich M durch 0,1,...,n — 1 zu
ersetzen.

Man kann also von einem n-ten Element f~!(n) von M sprechen. Wenn man f~!(n)
mit x,, bezeichnet, so ist folgendes eine effektive Abzihlung von M:

T, T1y-eyLyye--

f codiert also M, und f~! decodiert M.

5.1.2 Die totale Funktion f

AD nun seien die zwei effektiv abzéhlbaren Mengen D (Definitionsbereich) und W (Wer-
tebereich) gegeben — D ist meistens ein Kreuzprodukt von einem Datentyp, was einer
mehrstelligen Funktion gleich kommt.

Sei die totale Funktion f gegeben durch:

f:D—-W

o f ist berechenbar (“rekursiv”)

... wenn es einen abbrechenden Algorithmus gibt, mit dem man fiir jedes Argument
x € D den entsprechenden Funktionswert f(z) € D effektiv berechnen kann.
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e f ist partiell berechenbar (“partiell rekursiv”)
...wenn ein x € F existiert, fiir das f(z) nicht definiert ist (zb: 1/0) und der
Algorithmus bricht nicht ab.

Satz: Jeder Algorithmus definiert eine partiell berechenbare Funktion, die durch ihn
berechnet wird.

5.1.3 Die numerische Funktion g

Im wesentlichen kann man sich auf die numerischen Funktion g : N — N beschréinken.
Sei ndmlich g : D — W eine (partiell) berechenbare Funktion, so existiert die bijektive
Funktion f; : D — Nund fy : W — N, so dass D mittels f; und W mittels fo effektiv
abzéahlbar sind.
Sei ¢’ : N — N die folgendermafien definierte Funktion:
g ()= folg(fi'(n))) neN

Natiirlich ist ¢’ (partiell) berechenbar, und es gilt g(z) = f5 *(¢'(fi())), € D. Denn
aus der Definition von ¢’ folgt, dass f, '(¢'(n)) = g(f; ' (n)). Setzt man nun = = f; *(n),
so gilt n = fi(«) und f, ' (¢'(f1(2))) = g(x).

5.2 Funktionen, Funktionen

Sei M C W, dann definiere die charakteristische Funktion xa : W — {0,1} von M
(beziiglich W) durch:

(z) = 1, fallsz e M,
XMIET= 0, falls 2 ¢ M(alsox € D — M).

M C W ist entscheidbar, genau dann, wenn x a¢ berechenbar ist (den Beweis ersparen
wir uns).

5.2.1 pu-rekursive Funktionen

Wir wollen nun ein wichtiges Explikat des Begriffs der partiell berechenbaren Funktionen
definieren, nadmlich die p-rekursive Funktionen. Diese Funktionen bilden das n-fache
kartesische Produkt von ¥*, wobei 3 ein Alphabet ist, und der Stern * eine Menge von
diesem Alphabet angibt (inklusive dem Leerwort ¢).

Oder formal ausgedriickt: D = (X*)™, n > 0.

5.2.2 Grundfunktionen
1. Nachfolgerfunktion N, (fiir jedes a € ¥): ¥* — £*
Ny(w) = wa,w € ¥*

2. Nullfunktion C" (fiir jedes n > 0): (¥*)" — ¥*
C™(wi,...,wp) =c,w; €L, 1<i<n
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3. Projektion U (fiir jedes n > 1,1 < j <n): (¥*)" — X*

Ui (wi,...,wy) = wj,w; €X5,1<i<n

5.2.3 Funktionale

Diese sind notwendig, um aus bereits definierten Funktionen, neu Funktionen zu gewin-
nen.

1. Einsetzung;:

Folgendes sei gegeben: n >0, m>1, 1<j57<m

h: (S — B

Die Funktion f : (X*)" — X* entsteht aus h durch Einsetzung von g1, ..., g, gdw:
fir alle w; € ¥*,1 < i < n gilt:

f(wla"'awn) = h(gl(wlv"'awn)v"'agm(wla"'awn))

2. Rekursion:

Folgendes sei gegeben: n > 1,a € X

g: (2*)71—1 O
ha - (S9! — x*

Die Funktion f : (¥*)" — X* entsteht aus g und h, durch Rekursion, gdw: Yw; €
1 < < ngilt:

fle,wa, ... ,wy) = glwa, ..., wy)
flwra, ... wy) = he(f(wi, ... wy),wi, ... wy)

3. Minimisierung:

Folgendes sei gegeben: n > 0
g: (Z*)n—l—l _ E*

Die Funktion f : (¥*)™ — X* entsteht aus g durch Minimisierung beziiglich a € ¥*,
gdw: Vw; € ¥*,1 <7 < n gilt:

f(wla cee awn) = Ma[g(wo,W1, cee >wn)]

Dabei ist pq[g(wo, w1, ..., w,)] = @™ wenn (andernfalls undefiniert):

Es existiert ein m > 0, so dass g(a',wy,...,w,),0 < I < m definiert ist mit

gla,wy,...,wy) #¢,0<1<mund g(a™,wy,...,w,) = €.
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5.2.4 Funktionsfamilien

Mit Hilfe der Grundfunktionen und der Funktionale, ist es uns nun mdoglich primitiv
rekursive und p-rekursive Funktionen zu definieren.

Familie der primitiv rekursiven (bzw p-rekursiven) Funktionen iiber 3

Dies ist die kleinste Familie von Funktionen f : (¥*)" — ¥*,n > 0, die ...
e Ny,a€X,COUMn>1 enthilt

e und abgeschlossen gegeniiber Einsetzung/Rekursion(/Minimisierung) ist.

Familie der numerisch primitiv rekursiven (bzw p-rekursiven) Funktionen

Dies ist die kleinste Familie von Funktionen f : N® — N,n > 0, die ...
e N(=N,),C°% UpP,n >1 enthilt
e und abgeschlossen gegeniiber Einsetzung/Rekursion(/Minimisierung) ist.
Aus obiger Definition gewinnt man numerische Funktionen von N” in N, indem ...
e Y zu einem einelementigen Alphabet wird: ¥ = {a}, und a™ die Zahl m identifiziert
e das Leerwort € der Zahl 0 entspricht.
Satz: Eine p-rekursive Funktion ist iA eine partielle Funktion, wihrend primitiv re-
kursive Funktionen immer total p-rekursiv sind.
5.2.5 yu-rekursive Programme

p-rekursive Programme sind eine kompakte Beschreibung von p-rekursiven Funktionen
iitber ¥. Im Folgenden werden p-rekursive Funktionen mit Grofbuchstaben angeschrie-
ben, und das p-rekursive Programm, das dieses berechnet, mit den entsprechenden Klein-
buchstaben.

1. Programm n,,: einstellig, stellt die Nachfolgerfunktion N,,,1 <i < k dar
2. Programm c: nullstellig, stellt die Nullfunktion C° dar
3. Programm u: n-stellig, n > 1, stellt die Projektion U dar

4. Programm h(gi, ..., gm): n-stellig, es werden die p-rekursive Funktionen H und
G; durch das m-stellige Programm h und das n-stellige Programm g; dargestellt:

H: X" =¥ m>1
Gj: ()" —=¥X1<j<m,n>0
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Die Funktion F' (welche durch das Einsetzen von G4y, ...,G,, in H entsteht) wird
durch h(gy,...,gmn) dargestellt.

5. Programm [ghy, ... he,]: n-stellig, es werden die p-rekursive Funktionen G und
H,, durch das (n — 1)-stellige Programm g und das (n + 1)-stellige Programm h,,
dargestellt:

G: (T -2 n>1
Hy, (T - 3*1<i<k

Die Funktion F' (welche durch Rekursion aus G und H,, entsteht) wird durch
[gha, - - - ha,] dargestellt.

6. Programm [[g]],,: n-stellig, es wird die p-rekursive Funktion G : (X*)"*1 — $* n >
1 dargestellt durch das (n+1)-stellige Programm g. Die Funktion F' (welche durch
Minimisierung beziiglich a; entsteht) wird durch das n-stellige Programm [[g]]a,
dargestellt.

Die Syntax der Sprache der p-rekursiven Programme (ohne die Stelligkeit zu beriicksichtigen)
ist also durch folgende Produktionen gegeben:

P—mng |...|ng |c[u|PL)[[P]][[Pll, | .. | [P,
L—PL|P

Satz: Ein p-rekursives Programm, in dem die Symbole [[ und ]| nicht vorkommen, heift
primitiv rekursives Programm.

5.3 Beispiel numerische Funktionen

g Beispiel O: numerische Funktionen durch Programme darstellen
Es sei x,y € N:

1. Nachfolgefunktion:

Sei Ny : N — Nt > 1, die Funktion N;(z) = = + ¢, also Ni(x) = N(x)

und Nypi(z) = N(NVy(x)).

n=1 mng1=n(n) t>1

2. Konstante:

Sei K" : N* — N die n-stellige Konstantenfunktion K(x1,...,x,) = i.

e Nullstellige Konstante:
Ey=c k) =mn;c)

¢ Einstellige Konstante:
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ko = leu] K} =ni(kg)
e n-stellige Konstante:
ko = ko(u) ki = ni(ko)
3. Summe:
SUM(0,y) =y = U} (y)
SUM(xz+1,y)
=SUM(z,y)+1
= N(SUM(z,y))
= N(UF(SUM(z,y)),z,y)
4. Produkt:
PROD(0,y) =0 = Kj(y)
PROD(xz +1,y)
= SUM(PROD(z,y),y)
= SUM(U3(PROD(x,y),z,y),U3(PROD(z,y),x,y))
5. Potenzieren:
EXP(0,y) =1=K{(y)
EXP(z+1,y)
= PROD(EXP(z,y),y)
= PROD(U}(EXP(x,y),x,y), U3(EXP(x,y),2,y))

6. Vorginger:

V(0)=0=C"
Viz+1)=2=UV(z),z)
7. Differenz:

DIFF1(0,y) =y = Ul (y)
DIFF1(z +1,y)
=V(DIFF1(x,y))
= V(U}(DIFF1(z,y),z,v))
DIFF(z,y)
= DIFF1(y,x)
= DIFF1(U3(x,y), Ui (z,y))
8. Fakultét:
FAK(0)=1= KY
FAK(z+1)
= PROD(FAK (z), N(X))
= PROD(U}(FAK(z),z), N(U3(FAK (x),))))
9. Signum:
SGN(0)=0=C"
SGN(x+1)=1= K?(SGN(z),z)

:Beispiel
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6 Aufgaben

Dies ist die Ausarbeitung der offiziellen Aufgaben zur LVA Theoretische Informatik 2,
zur Verfligung gestellt von Prof. Baaz unter http://www.logic.at/people/terwijn/
aufgaben.ps.

g Aufgabe 1: Formel 47, in KNF/DNF umwandeln

Angabe: Geben Sie fiir folgende Formeln eine DNF und eine KNF an.

(a) F = pAg— (re=(Vq)
(b) G = p\/((q—>r\/7‘—>s)/\—|p—>s)
(c) H= pV-rA(-pVs<r)

Hinweis: — bindet starker als A, A bindet starker als Vv, —, <.

Lésung: (a)

pAg— (r< (pVaq)

)
<
2

PAqg pVq 1<

- OO O
== O OO OR
= O MO MKFEOMKF OIS

= O O OO -

_ oo ooOo
o e e O
O e e e e

Die Formel in disjunktiver Normalform als Menge angeschrieben:

{{_‘pa —q, —|’I“}, {_'p’ —q, T}a {_'pa q, _|7”}, {_‘pa q, ’I"}, {p, -q, _|T‘}, {pa -q, T}a {pa q, T}}
Selbige Formel in konjunktiver Normalform, oder formal KNF(F):

{{~¢,-a,}}

Anmerkung: Die DN F(F') kann gekiirzt werden auf -pV —qV r

Lésung: (b)

(
G=pV((gq—rVr—s)A-p—s)... Implikation auflésen
G=pV((—~gVrVv-rVvs)ApVs)...Tautologie durch r VvV —r
G=pV(QApVs)...dapAl=pundpVp=p
G = pV s ...die dquivalente, optimierte Formel G’ zu G
Hinweis: Assoziativitit/Kommutativitdt von V, A nutzen!
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(@) = {{p.ma, 7,5}, {=p,~a,r, s}, (@, s} oy s},
{p,~q, —r,=s} {p,~q, -, s}, {p, ~q, 7, ~s}, {p, ¢, 7, s},
{p.q,—r,=sh {p, ¢, 7, sk {p, ¢ m —sh {p, g,y s}

KNF(G) = {{p.a.7.5}, {p., . 5h, {p, ~a, 7 s}, {p, g, -, 5}

Lésung: (c)

|
RS
N

:(-pVvs) B:( C:(—rAB)

)
<
Q

===l
Il

1
2
J
4

G =R =R=]k
R R OO RRKOO|S
N O R OROKO|®
OO R HROO™

C O OO MM M M
_ O O R e
COHMHOO K M
cCooROoOOO

=)
Z
!

(H): {p,“T‘,_‘S},{p,“T‘,S},{p,T,“S},{p,T,S} = {p}
KNF(H) = {p,T,S},{p, Ty _'S}’ {pa —|T,S}, {pv T, _'S} {p}

:Aufgabe
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g Aufgabe 2: Horner-Schema anwenden

Angabe: Beweisen oder widerlegen Sie, dass folgende Formeln erfiillbar sind.
(a) (B=E)YA(C—=D)AN1—AAN1—=B)AN(ENA—C)A

(EANANC - F)N(F -G NANG—-H)ANI—=0)ANHANC—1I)

b) (E—-0AN1—-GANH-—-I)NIT—-JI)NHNI— J)A
(G—=H)ANHNG — A)

(c) BE)YAN(C—D)AN(1—-B)ANENA—-C)NENANC — F)A
(F=GNANG—-H)NI—-0)ANHANC —1I)

Lésung: (a)

(By — E4)AN(C7 — Dg)A (L — Ay)A(Ly — By)A(E5NAz — Cg) AN(E5AAsA
Cr = Fg)N(Fg — Gio) N(AsNGyy — Hip) A(Lys — 046) A (Hi3NCp — 1hy)
Der Index gibt an, in welchem Schritt der Ausdruck unterstrichen wurde,
und da falsch (0) unterstrichen wurde, ist die Formel unerfiillbar.

Sei 7F die die Menge von Teilformeln {A, B,C, ...}, dann ist trivialerweise
jede Interpretation der 7F ein Gegenbeispiel, formal:
Vo € TF : I(x) =1V 0 (es A Modell, da die Hornerformel unerfiillbar ist)

Lésung: (b)

(B = 0)A (L — Gy) AN(Hs — Lg) ALy — Jg) AN(Hs ALy — Jg) NGy —
Hy) N (Hs NGy — Ag)

Da E der einzige Buchstabe ist, der 0 impliziert, und E nirgends impliziert
wird (nicht auf der rechten Seite steht), ist die Formel erfiillbar.

Die Modelle wiren I(E) = 0,Vz € (TF/{E}) : I(x) = 1 und die
Gegenbeispiele dazu I(E) = 1,Vz € (TF/{E}) : I(z) =1VO0.

Lésung: (c)

(B3 = Ef) AN(C =D)ALy = Bo) N(EsANA— C)N(Es NANC —
F)A(F — G)AANG — HYA(T—0)A(HAC — 1)

Die Formel ist erfiillbar.

Ein Modell anhand des Horner-Schemas wére
I(B)=1,1(F)=1,Vz € (TF/{B,E}) : I(x) = 0 und das Gegenbeispiel
dazu I(I) =1,Ve € (TF/{I}) : I(z) =1 V0.

:Aufgabe

g Aufgabe 3: erfiillende Variablenbelegungen
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Angabe: Wieviele Belegungen gibt es, die Aufgabe 2 (b) erfiillen?

LGsung:

Es existiert eine Belegung, sodass die Hornerformel aus 2 (b) erfiillt ist,
namlich wie schon zuvor angegeben: I(E) = 0 und fiir alle anderen 1. Mit
dieser Begriindung, dass alle anderen Buchstaben durch die Beschaffenheit
der Formel auch markiert werden wiirden, und durch die Interpretation
einer Teilformel aufler F wiirde dies zu einer Markierung von 0 fiihren und
damit wire die Formel nicht mehr erfiillbar.

AuBlerdem darf auf keinen Fall E als 1 interpretiert werden, da sonst sofort
das Verfahren halten wiirde und die Formel als nicht erfiillbar ausgewertet
werden wiirde.

:Aufgabe

g Aufgabe 4: notwendige Konjunkte

Angabe: Welches Konjunkt kann bei Aufgabe 2 (a) weggelassen werden,
ohne an der Unerfiillbarkeit etwas zu &ndern?

Lésung:
(C — D) ,da ... D auf keiner linken Seite vorkommt.

H A C benétigt wird um auf 0 zu kommen, H und C
werden jedoch schon iiber einen anderen “Weg” erreicht.

:Aufgabe

g Aufgabe 5: Hornformeln identifizieren

Angabe: Welche der folgenden Klauselmengen entsprechen Hornformeln?

(@) {{p.~a, =}, {-p. a7} {p} {0} }
() {{p.a. =1} {-».p}, {a}}
(© {{-p.~a}{-a. 7} {-p. r}

Lésung:

Die Klauselmengen (a) und (c) entsprechen Hornformeln, da bei (b) eine
Klause existiert, die mehr als ein einziges positives Literal besitzt, ndmlich

{p,q,—r}.
:Aufgabe
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g Aufgabe 6: Resolutionsverfahren AL

Angabe: Widerlegen Sie mit Hilfe des Resolutionsverfahren oder geben Sie
eine Belegung der Variablen an, die die Klauselmenge wahr macht.

(2) F = {{p.a} {p,~a}, {~a s}, {~p. s} }
() G = {{p.ahs {pr} {orsh s}
(©) # = {{p.0.7} {-p.a}, {0} {-a} |

Lésung: (a)
L A{p.q} €F
22 {p,~q} €F
3: {p} Res(1, 2)
4: {—|p, 8} eF
5. {s} Res(3, 4)
6: {-p,—s} €F
7. {-s} Res(3, 6)
8 {} Res(5, 7)
Lésung: (b)
1: {—|p, ’I”} eqd
2: {-rs} €G
3: {-p,s} Res(l,2)
4 {p,q} €G
5. {q,s}  Res(3,4)
6: {—|$} eG
7 {q} ERROR: (—q)

Dadurch ist die Formel erfiillbar und ein mogliches Modell wére:
I(p)=0,1(q) =1, I(r) =0, I(s) =0

Lésung: (c)
1 {—q} €H
2: {-rq €H
3: {-r} Res(1, 2)
4: {-pq} €H
5. {-p} Res(1, 4)
6: {p,q,r} €H
7. A{p,r} Res(1, 6)
8: {p} Res(3, 7)
9: {} Res(5, 8)
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:Aufgabe

g Aufgabe 7: Unit-Resolution

Angabe: Welche der folgenden widerleghbaren Klauselmengen ist mit Unit-
Resolution widerlegbar?

(@) F = {{p.0.7}{p, ~a. v} {-po @, 7} {op, marh o} }
() G = {{p}. {a} {-p, ~a. 5}, {5} |

Losung:

Unit-Resolution: Einer der verwendeten Resolventen beim Ableiten muss
immer einelementig sein.

Die Klauselmenge aus (b) ist widerlegbar, da:

1: {q} eqd
2: {-p,—q,s} €G
3: {-p,s} Res(1, 2)
4: {p} €eG
5. {s} Res(3, 4)
6: {-p,—s} eG
7. {p} eqd
8 {-s} Res(6, 7)
9: {} Res(5, 8)

:Aufgabe

g Aufgabe 8: Beweisen (Induktion)

Angabe: Sei 2° = =z und z! = z. Zeigen Sie, dass folgendes Widerlegbar
ist:

{{p’f Y iy i) € {0,1}"}

Losung:
Beweis durch Induktion nach n.

Wenn n = 1 wird ein duales Literal — und damit eine Tautologie — erzeugt.
Dies geschieht durch “hin- und herschalten” des Exponenten (i) zwischen 0
und 1, welches eine Negation bei 0 ergibt. Somit resultiert immer eine
Tautologie.

{t}: ) e 0,13} = {{p}. {0} }
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Wennn>1...
(o pte} i) € 0,17)

... “schneidet” man das letzte Element n heraus (also nicht bis n, sondern
bis n — 1 angeben und n “héndisch” angeben) ...

{{p? o YU pn b AR o U (i i) €40, 1}n—1}
...und stiitzt sich auf die Formel ohne diesem n-ten Element.
{{p? P} (i) € 0, 1}n_1}
Wenn vorheriges widerlegbar ist, dann ist somit auch n > 1 widerlegbar.

:Aufgabe

g Aufgabe 9: Beweisen

Angabe: Beweisen Sie, dass C' erfiillbar ist, wenn
Cc{pt b} Ginin) € {0,117

Losung:

Erweitere C zu . ..
C = {{pgl P (i) € {0, 1}"} - {{pgl ...p;;n}}

... fiir gewisse vy ... v, € {0,1}". C" ist erfiillbar (und damit auch C), da
jede Klausel aus C’ mindestens ein pi1 Y enthilt. Setze I(p;) =1 — v;.

:Aufgabe

g Aufgabe 10: Beweisen (Resolution AL)

Angabe: Sei C eine Klauselmenge, C' € C, und V die Menge der Variablen
in C. Sei
COMP(C,C)={C’: C C C" AC" enthilt jede Variable in V genau einmal },

COMP(C)= | J coOMP(C,0).
cecC
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Zeigen Sie, dass C mit Resolutions; widerlegbar ist, und nur dann, wenn
COMP(C) mit Resolution 4z, widerlegbar ist.
Lésung:

C ist widerlegbar, genau dann, wenn COMP(C) widerlegbar ist, da
COMP(C,C) die Klausel C herleitet.

COMP(C) ist widerlegbar, genau dann, wenn C widerlegbar ist, da es fiir
jede Klausel D € COMP(C) eine Klausel D’ € C gibt, sodass D’ C D. Kiirze
die Resolutionswiderlegung von COMP(C) dementsprechend.

:Aufgabe

g Aufgabe 11: Vollstindigkeit beweisen (Resolution AL)

Angabe: (Vollstéandigkeit der Aussagenlogische Resolution) Sei C eine Klau-
selmenge. Zeige

C mit Resolution widerlegbar < C unerfiillbar.

LGsung:

C mit Resolution widerlegbar <
COMP(C) mit Resolution widerlegbar <

COMP(C) = {{pill Py iy i) € {0, 1}n}.

:Aufgabe

g Aufgabe 12: Formeln PL in PNF/SNF/KNF

Angabe: Seien folgende pridikatenlogischen Formeln gegeben:
(a) [V:UEIyP(:J:, y) — (VxB(x) v E|£L'C(.Q?))j| — JxC(x)
(b) VaTyvz| Ple,y) v Q(y,2)| v V2| P(2,2) vV Q(z,2)]

(c) Yz [P(x) = (Q(y) V2 (R(z) = (W(u) = vUS(v))))}
Geben Sie jeweils die (i) Prianex-/ (ii) Skolem-/ (ii) Klausel-Normalform an.

Lésung: (a)
(i) Die Pranex-Normalform ergibt sich durch folgende Schritte:
1. [VwEIyP(x,y) — <VxB(x) \ EiwC(x))} — JdazC(z)
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WadyP(e,y) v (YoB(@) v 32C(a %HH:EC() REPLACE

2

3. - —VaIyP(z,y) V VazB )V 3zC(x) )|V IzC(x)

4 _—|—|V3:E|yP(:L" y) A (V:L“B )V 3zC(x) } Vv 3zC(x)

5. |Va3yP(z,y) A (—VzB(z) A —~3xC(z) )| V IzC(z) NEGATION
6 )

7

8

-VwHyP(x y) A (Fz—B(z) AVz-C(z) )| vV F2C(2)
_VwHyP(x, y) A (Eiac —B(z') AVz"=C ))] Vv 3zC(7) } SYNTAX
. VaIy32'Va2" 3z [P(m, y) A =B(z') A ﬂC’(x”) v C(i:)} } SHIFT

(ii) Die Skolem-Normalform ergibt sich durch folgende Schritte:
1. _VxEIyP(x,y) A (E!x’—'B(x’) /\Vac”—'C'(x”))] Vv 3zC(7) }Slehe (i) 7. Schritt
2 :VxP(x, F(@) A (32/-B(2") A vx"ﬂc*(x"))} v 32C/(%)
3. |VaP(z, f(z)) A (=B(c) ANV2"=C(2") )| Vv IzC(Z)

4. VP, f(2)) A (~B(e) AV2"-C(")) | v C(d)

5. | P, f(2)) A (ﬁB(c) A ﬂC(x”))} Vv O(d)

6. P(xz, f(x)) A=B(c) AN=C(z") Vv C(d)

(iii) Die Klausel-Normalform ergibt sich durch folgende Schritte:
1. [P, f2)) A=B(e) A ﬂC(x”)} v O(d) } siehe (i) 6. Schritt
2. (P(:U, F2) Vv C(d)) A <ﬂB(c) v C(d)) A (—C(:r”) v C’(d)> } Distribution
3. {{P(@, f(2)),C(@)}, {=B(), C(@)}, {~C(a"),C(d)} } }als Menge

SKOLEM

Lésung: (b)
(i) Die Prinex-Normalform ergibt sich durch folgende Schritte:
1. VaIyvz P(x y) VvV Q(y, ) vV Vz [P(z, z)V Q(z,z)}

2. Vadyvz|P(z,y) v O, ) \/Hzﬂ[P(z,z)\/Q(z,z)}
3. Va3yvz iP(x, y) Vv (y,z) V3:[-P(2,2) A Q2 2)]
4. VxIyvz :P(m, y) V Q(y, ) \/Elz’{—'P(z’,’)/\—'Q(z’,z’)} }SYNTAX
5. Vadyve3 [P(x, W)V Q(y, 2) v —P(2, 2) A —=Q(, z')} } SHIFT

} NEGATION

(ii) Die Skolem-Normalform ergibt sich durch folgende Schritte:
1. Va3yvz [P(x,y) vV Q(y, z)] v 32 [ﬂP(z/,z/) A =Q(7, z’)} }swhe (i) 4. Schritt

2. VavVz|P(z, f(z))VQ(f(x),2)| VI {ﬂP(z/, VN =Q(7, 2 )}
3. VaVz|P(z, f(x)VQ(f(x),2)| V [ﬂP(c, c) A —Q(e, c)} SKOLEM

i
f(@)
4 [Pl f@) Vv QU(@), )] v ~Ple.c) A ~Qle,0)
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(iii) Die Klausel-Normalform ergibt sich durch folgende Schritte:
L [Pl f@) v QU (@), )| v [=Ple,e) A =Q(e, )| | siehe (ii) 4. Sehritt
2. (P(a.f(2) V Q(f(),2) vV =P(e.0)) A (Pla () V Q(f (), 2) v =Q(e.0))
2. {{P, (@), Qf(2), 2), ~P(e, )} {P(w, (@), QF(2), 2), ~Qle, )} }

Lésung: (c)

(i) Die Prénex-Normalform ergibt sich durch folgende Schritte:
1. Vax P(a:) — Jy (Q(y) —Vz <R(z) — Ju (W(u) — VUS(U))))}

2. Vx :ﬂP(x) vV Iy(Qy) — Vz (R(z) — Ju (W(u) — VUS(U)))

3. V& _—|P(x) V Iy —Q(y) VVz( R(z) — Ju (W(u) — VvS(v)))) CEPLACE

4. Va|~P(@) vV 3y(-Q(y) V ¥z (~R(z) v 3u(W(u) — VUS(U))))

5. Vz _—|P(ac) V 3Ay(—Q(y) VVz(—-R(z) V Iu( W (u) V VvS(v)))

6. VadyVzIuvv [ﬁP(x) V=Q(y) vV -R(z) VoW (u) Vv S(v)] } SH

(ii) Die Skolem-Normalform ergibt sich durch folgende Schritte:
1. Vx [—P(m) V Jy (—Q(y) VVz <—|R(z) v Elu(—'W(u) Y VUS(U))))]
2. Va|-P@) Vv (-Q(f(x) vVz(-R(z) v Elu<ﬂW(u) v vusw))))}
8. Va|=P(2) V (~Qf(@)) V V2 (~R(:) V (W (g(z,2) v VvS(v))))] SKOLEM
4. =P(z) v =Q(f(z)) vV =R(z) vV =W (g(z,2)) V 5(v)

(iii) Die Klausel-Normalform ergibt sich durch folgende Schritte:
1. =P(z) V-Q(f(z)) V-R(z) V=W (g(z,z)) vV S(v) }siehe (ii) 4. Schritt

2. {{-P(@),Q(f(2)),~R(), =W (g(z,2)), S(v)} } }als Menge

:Aufgabe

g Aufgabe 13: Modell/Gegenbeispiel finden zu Formel PL
Angabe: Sei A =Vz3y(P(z) — —P(y)) — VzP(z) V Vz—-P(z).

(a) Geben Sie ein Modell fiir A an.
(b) Geben Sie ein Gegenbeispiel fiir A an (d.h. ein Modell fiir = A).

Lésung:

Da A nur das einstellige Priadikat P enthilt, geniigt es zweielementige
Modelle zu betrachten. A iibersetzt sich demnach zu der Form A*:
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3(z/a) 3(z/b)

®(y/a) (y/b)
A
[ (P(a) o ﬁp(a)) v (P(a) N ﬁp(b)) } A [ (P(b) P )) (P(b) o ﬁp(b)) } o
(x/a) Ax/b)
P(a) P(b) | =P(a) =P(b) P(a)— -P(a) P(a)— =P(b) A*
0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1
(a) Ein Modell fiir A wire: ({a,b}, P), P = {}
(b) Ein Modell fiir =A wire: ({a,b}, P), P = {(b)}
:Aufgabe

g Aufgabe 14: Unifikation

Angabe: Sei ¢ eine Konstante. Geben Sie von jede der folgenden Mengen
Terme an, ob sie unifizierbar sind, und wenn ja, gebe einen MGU an.

A={f(g9(2),y),9(f(z),y)}

B = {Q(a:,y), Q(f(c)7 f(ZC,Z)),Q(l’,f(f(C ,.’E))}

C ={9(P(z,u),Q(y)), g(P(f(y),c), Q(f(2))), g(P(z,u), Q(f(f(2))))}
Lésung: (a)

Das Termgleichungssystem ¢ = {f(g(x),y) = g(f(z),y)} zeigt schon, dass
der Substitutionsversuch f(...) = g(...) an einem CLASH scheitert — zwei
verschiedene Funktionen unifizieren, mit nicht notwendigerweise
verschiedenen Parameter.
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Lésung: (b)

e = {Q(r,y) = QUI(0), £(3,2)), QF(e), f (2, ) = Q(a, F(f(€), )}

Qlz,y) 2/f(c) Qf(e).y) y/ () QU F(F(e), £()))
QU f@.2) = QU f(fe)2) = QU0 f(F(0)f(c))
Q. f(f(e), ) QU [, F(e)  2/f(e)  QU(e), J(f(e). J(©)))
p=mgu(B) = {a/£(),y/f((c)).2/F(c)}

Lésung: (c)

e ={P(z,u) = P(f(y),c),Qy) = Q(f(2)), P(f(y),c) = P(z,u),Q(f(2)) =
QUf (f(x)))}

9(P(z,u), Q(y)) ufe  g(P(z,c),Q(y)) v/ f(z)

g(P(f(y),c), Q(f(2)) = g(P(f(y),0),Q(f(2) =

g(P(z,u), Q(f(f(x)))) g(P(z,c), Q(f(f(x))))

g9(P(x,¢), Q(f(2))) w/f(f(2))  g(P(f(f(2)),¢),Q(f(2)))

g(P(f(f(2)),0),Q(f(2) = g(P(f(f(2)),¢),Q(f(2)))

9(P(x,c), Q(f(f(2)))) g(P(f(f(2)),0), QU (f(f(f(2))))))
Die Unifikation von Q(f(z)) mit Q(f(f(f(f(2))))) ist nicht moglich, daher

ist C nicht unifizierbar.

:Aufgabe

g Aufgabe 15: Unifikation

Angabe: Sei ¢ eine Konstante. Geben Sie von jede der folgenden Mengen
Terme an, ob sie unifizierbar sind, und wenn ja, gebe einen MGU an.

Lésung: (a)

Schon das Termgleichungssystem ¢ = {x = ¢, f(z) = g(2), g(c, z) = ¢} zeigt,
dass A nicht unifizierbar ist, da ein CLASH sowohl fiir f = g als auch fiir
g = c auftritt und somit zu L fiihrt.

Lésung: (b)
e={f(z) =u,v = f(u),u= f(c), f(u) = f(f(c))}
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S(f(x),v) z/c  S(f(c),v) u/f(e) S(f(c),v)
S(u, f(u)) = S(u, f(u)) = S(f(c), [(f(c)))
S(f(e), F(f(e))) S(f(e), f(f(c))) S(f(e), F(f(e)))
v/f(f(e))  S(f(c), f(f(c)))
= S(f(e), f(f(c)))
S(f(e), f(f(c))
);

Lésung: (c)
e={r=f(y),f(2) = f(2),2 =2 f(y) = [(v), f(2) =y,z = f(x)}
Nach anwenden von DELETE

e={x=f(y),f(z) =y 2= f(x)}

R(z, f(2),2) z/f(y) R(f(y) f(2),2) y/f(z)  R(f(f(2)), [(2),2)

R(f(y), [(2),2) = R(f(y),f(2),2) —  R(f(f(2)), f(2),2)
R(f(y),y, f(x)) R(f(y),y, F(f(¥))) R(f(f(2)), f(2), f(f(f(2))))
Da z € f(f(f(2))) ist, tritt ein OCCURS CHECK auf und somit ist C' nicht

unifizierbar.

:Aufgabe

g Aufgabe 16: Resolution PL

Angabe: Beweisen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode:
F=3avy(P(z) v Qy)) — VyIz(P(z) v Q(y))

L6sung:
-F= =|32Vy(P(z) vV Q(y)) — YyIz(P(z) V Q(y))

V

=[3a¥y(P(@) v QW) v Yy (P(2) V Q(y))
T 3M((@) v Q) A (P v Q)
Javy(P(z) Vv A Fy—-Fz(P(z) V Q(y))
A Fy¥a—(P(2) vV Qy)
A IV (-~P(z) A-Q(y))  NNF(F)
(2 A Ty (<P (') A ~Q(y))

V Q) AVl (=P(') A =Q(d))

Qy)) A =P(x') A =Q(d) SNF(F)
QWL =P} {~Q)} KNF(F)

— — — —
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Durch Anwendung der Resolution 47, in Kombination mit Substitution
gelangt man nun von der Klauselmenge zur leeren Klausel.

1 {P(c), Qy)}
22 {-Q(d)}

3: {P(c)

40 {=P(')}

5. {}

eF
eF

Res(1, 2)

eFr

Res(3, 4)

:Aufgabe

g Aufgabe 17: Resolution (Widerlegbarkeit)

Angabe: Ist folgende Klauselmenge F' widerlegbar mittels Resolution?

{P(x), P(f(x)), P(f(f(x))},

{P(2), ~P(f(x)), P(f(f(x)))},
{=P(x), P(f(2)), P(f(f(x))
{=P(z), ~P(f(x)), P(f(f(x

LGsung:

{P(x), P(f(x)), ~P(f(f(x)))}

{P(2), ~P(f(x)), ~P(f(f(x)))}
b {=P(@), P(f(2)), ~P(f(f(2)))}
Ny A=P(x), ~P(f(z)), ~P(f(f(x)))}

Man wende folgende Substitution an:

p={P(@)/P, P(f(x))/Q. P(f(f(x)))/R}

1. {P,Q,R}

2. {P,Q,-R}
3:  {P,—Q,R}
4:  {P,—-Q,-R}
5. {=P,Q,R}
6: {-P,Q, R}
7. {-P,-Q,R}
8 {-P,—-Q,—R}
9: {P,Q}

10: {P,—-Q}

11: {P}

12 {-P,Q}

13: {—-P,—-Q}
14: {-P}

15: {}

Demnach ist die Klauselmenge F' mit Hilfe der Resolution widerlegbar.

eF
eF
eF
eF
eF

Res(11, 14)

:Aufgabe
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g Aufgabe 18: Resolution

Angabe: Widerlegen Sie mit Hilfe des Resolutionsverfahrens:
{{P(a, b, o)}, {~P(z,y,2), Py, z,2)},{~P(2,y,2), P(z,y,2)},

[~P(2,9,2), Pz, 2. 9)}, {=P(c.a,b)} .

L6sung:
1. {P(a,b,c)} €EF
2:  {=P(x,y,2),P(z,y,2)} €F
P1- {ﬂP(a,b,c),P(c,b,a)} Plz{l‘/a,y/b,z/c}
3: {P(c,b,a)} Res(1, 2)
4:  {-P(x,y,2),P(z,2z,y)} €F
p2: {—P(c,b,a), P(c,a,b)} pa={x/c,y/b,z/a}

5. {P(c,a,b)} Res(3, 4)
6: {-P(c,a,b)} er
7 {} Res(5, 6)

:Aufgabe

g Aufgabe 19: Resolution PL

Angabe: Beweisen Sie folgende Formeln mit Hilfe des Resolutionsverfahrens
oder zeigen Sie, dass sie nicht giiltig sind.

(a) F = VeIyYuvP(x,y,u,v) — YaVudyIvP(z,y, u,v)
(b) G = VaVuldy3vP(z,y,u,v) — VeIyVudvP(z,y, u,v)
Lésung: (a)

-F = =|VzeIdyVuvP(zx,y,u,v) — VaVuldyIvP(z,y, u,v)

- | VeIyVuIvP(z, y, u,v) V VeVuIyIvP(z,y, u,v)

—~—VzIyVuIvP(z,y, u,v) A VaVuIyIvP(z,y, u,v)
VaeIyVuIvP(z,y, u,v) A JxFuvyVo-P(z,y, u,v)
VeIyVuIvP(z,y, u,v) A Ja'Iu/Vy' Vo' =P (2!, ¢, u',v")
VaVuP(x, f(x),u, g(x,u)) AVyVo-P(e,y', d,v)

P(x, f(l'), u, g(x7 u)) A =P(c, Yy, d, UI)

{{P@, f(@),u,g(z, )} {=P(e,y' d,v)} |
Nun unifiziert man mit p = mgu(F) = {z/c,y'/f(c),u/d,v'/g(c,d)}.

1: {P(c, f(c),d,g(c,d)} €F
2: {=P(c, f(c),d,g(c,d)} €F
3 {} Res(1, 2)

Dadurch, dass —F widerlegt wurde, ist somit F' bewiesen.
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Lésung: (b)
-G = —|VaVudyIvP(x,y,u,v) — YeIyVuIvP(z,y, u,v)

—|=VaVudyIvP(z,y, u,v) V VeIyVuvP(z, y, u,v)
——=VaVudyFvP(z,y, u,v) A ~“VeIyVuIvP(z,y, u,v)
VaVudyFoP(z,y,u,v) A JaVyIuVv—P(z,y, u,v)
VaVudyIoP(z,y,u,v) A Ja'Vy' Iu'Vo'- P2,y !, v")
VZL’VUP(.%’, f(xa u)a u, g(l’, u)) A Vy/VU/—\P(C, yla h(y/)v U/)
P(z, f(z,u),u, g(z,u)) A—P(e,y', h(y'), ')

{{P(@. f(2,u),u g, w)}, =Ple,y/ h(y'), o)} }

e={r=c f(z,u) =y, u=hy) g(x,u) =0}

Die erste Ersetzung z/c ist valid, genauso wie die dritte u/h(y’). Die vierte
Ersetzung g(z,u)/v" wird durch Anwenden von ORIENT zur validen
Ersetzung v'/g(x,u). Nachdem f(x,u)/y orientiert wurde zu '/ f(z,u)
geschieht bei der Riickersetzung folgendes: v/ f (¢, h(f(c, h(. .. es kommt
also zu einem OCCURS CHECK und G ist damit nicht widerlegt und =G nur

erfiillbar (nicht giiltig).

:Aufgabe

g Aufgabe 20: Resolution

Angabe: Sei die Klauselmenge A = {{P(u), P(v)},{=P(z),~P(y)}} gege-
ben. Zeige mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass A widerlegbar ist.

L6sung:
1: {P(u),P(v)} €A
2: {P(u)} FA(1)
3: {-P(z),-P(y)} €A
4: {=P(z)} Res(2, 3)
5 {} Res(2, 4)

FA(z) bezeichnet die Faktorisierung der Klausel x, mit der erst die leere
Klausel {} erreichbar und damit die Formel A widerlegbar ist.

g Aufgabe 21: Resolution

Angabe: Seien folgende pradikatenlogische Formeln gegeben:

:Aufgabe
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M (Ya(A() = B@))) = (Cly)n By)
(ID) vz (C(z) — B(x))
(1) Jz(A(z) A ﬁB(x))
Beweise mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass: (I), (II) = (III).

L6sung:
Die logische Konsequenz |= kann auch gesehen werden als
(I) — ((IT) — (III)), welche giiltig ist, gdw ((I) A (IT)) — (III) giiltig ist.
Widerlegt man nun (I) A (II) A =(II1), so ist ((I) A (II)) — (III) bewiesen.
Zuerst setzen wir (I), (II) und (—III) mittels Skolemisierung in
Klausel-Normalform.

NNF(I): 3z (A(a;) A ﬁB(m)) NE! (C(y) A ﬂB(y))

SNF(I):  A(c) A—=B(c) Vv C(d) AN —=B(d)

KNF(D): {{A(C)aC(d)}v{A(C%ﬂB(d)}v{ﬂB(C%C(d)},{ﬁB(C)ﬁB(d)}}

NNF(II): Vz(=C(x)V B(x))

SNF(II): —C(z)V B(z)

KNF(II): {{ﬁC(ac),B(:c)}}

—III: - [HLU(A(CC) A —B(:L“))}
NNF(-III):  Vaz(=A(z) vV B(z))
SNF(-II):  —A(z)V B(z)
KNF(—II1): {{ﬁA(a:), B (x)}}

Nun folgt die Resolution mit den vorhandenen Klauseln.

1 {A(e), C(d)} e (@)

20 {A(e),=B(d)} €

3 {=B(c),C(d)} €(I)

4. {=B(c),~B(d)} € (I)

5. {~C(z),B(z)} €(I)

6: {-A(z),B(z)} € (-1)

7 {—A(e),C(d)} Res(3, 6)
8: {C(d)} Res(1, 7)
9:  {-A(c),~B(d)} Res(4,6)
10: {—-B(d)} Res(2, 9)
11: {=C(d)} Res(5, 10)
122 {} Res(8, 11)

Dadurch, dass das Gegenteil widerlegt wurde, wurde die Giiltigkeit der
urspriinglichen Aussage bewiesen.

:Aufgabe
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g Aufgabe 22: Refutierung einer Klauselmenge

Angabe: Seien ¢, d und e Konstanten. Geben Sie ein Refutierung der folgende
Klauselmenge K:

{ {r(d.y),pl)}
{~t(y.d),p(y)},
{=r(y, £(€)), ~s(e)},
{t(cv d)’ _'S( )}7

{s(2)} }

LGsung:

1 {s(z)} eK

pr: {s(d)} pr={z/d}

2: A{t(e,d),—s(d)} eK

3. {tle,d)} Res(1, 2)

4: {_‘t Y, d)ap(y)} €K

pa: {~t(c,d), p(c)} p2={y/c}

5. {p(c)} Res(3, 4)

6 {T‘(d,y),—'p(l‘)} €K

ps: {r(d,y),—p(c)} ps={z/c}

7. A{r(d,y)} Res(5, 6)

8 {r(d,y)} Umbennen von 7

pr {r(d f(e) pr={v//1(e) )

9 {-r(y, fle)),~s(e)} €K

o A=r(df(e)-s(e)} ps={y/d )

10: {-s(e)} Res(8, 9)

11: {} Res(1, 10)

:Aufgabe

g Aufgabe 23: Refutierung (Unit-Resolution)

Angabe: Geben Sie ein ein Refutierung mit Hilfe der Unit-Resolution von der
Klauselmenge K = {{p, q,r}, {—u}, {t,~q}, {r,u}, {-t,—s,u}, {-p},{s}}.

LGsung:
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1. {s} eK
2:  {~t,ms,u} €K
3. {-t,u} Res(1, 2)
4:  {-u} eK
5. {-t} Res(3, 4)
6:  {t,—q} eK
7. {—q} Res(5, 6)
8  {-p} e K
9: {p,q,r} €K
10: {p,—r} Res(7, 9)
11: {-r} Res(8, 10)
12: {r,u} e K
13: {u} Res(11, 12)
14: {} Res(4, 13)
:Aufgabe
g Aufgabe 24: Rekursion (Fibonacci-Zahlen)
Angabe: Die Fibonacci-Zahlen 1,1,2,3,5,8,13,21,34,... sind rekursiv
definiert durch:
F0O) = 1,
F(1) =1
F(n+2) = F(n+1)+F(n)

(a) Driicken Sie G(n) aus mit Hilfe der Losung der Gleich 22 = z + 1.
(b) Benutze 1 um zu zeigen, dass %G(n) = F(n).

L6sung:

Sei xg = 1‘*'2—‘/5 und z; = 1_—2‘/5, so dass G(n) = 2§t — 2. Weil die
Rekursionsgleichungen F' eindeutig deinieren, geniigt es zu zeigen, dass
diese von %G(n) erfiillt werden.

Tatsédchlich haben wir

5G(0) — %([[‘0 —x1) =1 und
(23 —2}) = %((UCO +1)—(z1+1)=1

el

BaG(1) =

und weil 23 % = 2072 + 2t (und das gleiche fiir z1) haben wir auch

BG(n+2) = LG(n+1) + LG(n).

48/55)



6 AUFGABEN TU Wien, Theoretische Informatik 2

:Aufgabe

g Aufgabe 25: primitive Rekursivitat

Zeigen Sie, dass folgende Funktionen und Relationen primitiv rekursiv sind:

Angabe: (1)

Konstante Funktion: Fiir eine Konstante ¢ ist die Funktion Ax.c primitiv
rekursiv.

LGsung:

Die Nachfolgefunktion S ist als primitiv rekursive Basisfunktion gegeben.
Durch c-fache Zusammensetzung erhalten wir Az.S(...(S(0))...).
Angabe: (2)

Die Signum Funktion:

sg(x) = 1 falls z > 0,
B =1 0 falls 2 = 0.
Lésung:

Definiere: sg(0) =0 und sg(z +1)=1.

Angabe: (3)
Die Fallunterschied Funktion:

r falls z =0,

cases(x, y, 2) = { y falls 2 > 0

Lésung:

Definiere: cases(z,y,0) =2 und cases(z,y,z+ 1) =y.

Angabe: (4)
Abgeschnittene Subtraktion:
vy 0 falls y > z,
Y=\ 2 - y sonst.
L6sung:

Definiere zuerst die Vorgéngerfunktion: pd(0) =0 und pd(z+1)==z.
Dann definiere: z ~0=2 und =z = (y+1)=pd(z - y).
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Angabe: (5)

Die charakteristische Funktion y« der Ungleichheitsrelation:

1 fallsz <y,
X<(,y) = { 0 sonst. !

Lésung:

Man definiere x<(x,y) = sg(y — z).

Angabe: (6)
Die charackteristische Funktion x— der Gleichheitsrelation:

1 fallsz =y,
0 sonst.

x=(z,y) = {

Lésung:

Unter Benutzung der vorher definierten Funktionen sg, —, und y« kénnen
wir nun definieren:

x=(,y) = 1= sg(x<(@,9) + x< ()

Angabe: (7)

Zeige, dass die Summe Az,y.x + y und das Produkt A\z,y.z * y primitiv
rekursiv sind.

Lésung:

Angabe: (8)
Sei f primitiv rekursiv. Zeige, dass auch die begrenzte Summe

g(x) = Z f(y) primitiv rekursiv ist.
y<z

LGsung:
Definiere: g(0) = f(0) und g(x+1) =g(z)+ f(z)

Angabe: (9)
Sei f primitiv rekursiv. Zeige, dass auch das begrenzte Produkt
h(z) = H f(y) primitiv rekursiv ist.
y<w
LGsung:
Definiere: h(0) = f(0) wund h(x+1) = h(z) * f(z)
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Angabe: (10)

Zeige, dass die aussagenlogischen Operatoren primitiv rekursiv sind. Dh, fiir
gegebene primitive rekursive Relationen P und () sind auch die Funktio-
nen Az.~P(x), Az, y.P(x) A Q(y), A,y P(z) V Q(y) und Az, y.P(z) — Q(y)

primitiv rekursiv.

LGsung:
Operator: ‘ definiert durch:
Az.—~P(x 1=~ P(z)
Az, y.P(x)

y) | 1=s9((1 = P(x))+(1-Q)))
) | sg(P(x) + Q(y)) und A\x.—~P(x) von 1 = P(x)

Az, y.P(z) — Q(y) | sg((1 =~ P(x)) + Q(y))
Angabe: (11)

Begrenzte Quantifikation: Gegeben sei eine primitiv rekursive Relation
R, und die Relationen P(z) = Jy < zR(y) und Q(z) = Yy < zR(y) primitiv
rekursiv.

Lésung:

Man definiere P(z) = sg( Z R(y)> und Q(x) = H R(y).

y<z y<z

Angabe: (12)

Begrenzte Suche: Gegeben sei die primitiv rekursive Funktion f. Definiere
die Funktion

py < 2(f(&,y) =0)

die den kleinsten Wert y < z ausgibt, so dass f(Z,y) = 0, und die 0 ausgibt,
falls so ein y nicht existiert.

Losung:

Definiere zuerst die Relation R durch:

R(f,y) = f(@,y) = 0AVw <y(f(£vw) #0)

Dann kann es hochstens ein y geben mit R(Z,y) und py < z(f(Z,y) = 0)
wird gegeben durch Zygz y* R(Z,y).

Angabe: (13)

Division: Die Relation z | y (“z teilt y”) ist primitiv rekursiv.
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L6sung:
Mit Hilfe von begrenzter Quantifikation und x— (siehe oben) kann man
x | y definieren durch:

Jz<ylz*xz=y)

Angabe: (14)
Primzahlen: Der Funktion n — p,, wo p, die n-te Primzahl ist.

L6sung:

Man definiere zuerst ein Pradikat Prim(z) durch:
Prim(z) & 2 >2AVy <z(y|lz—y=1Vy=12x)

Also driickt die Relation Prim(z) aus, dass = eine Primzahl ist. Wir
benutzen weiter, dass fiir jede gegebene Zahl n immer eine Primzahl < 2n
vorhanden ist. Man konnte auch eine hohere obere Schranke benutzen,
welche leichter zu beweisen istﬂ Dann definiert man mit Hilfe begrenzter
Quantifikation:

p1 = 2
Pl = pz < 2pp(z > pn A Prim(z))
:Aufgabe

g Aufgabe 26: Berechenbarkeit/Totalitdt beweisen/widerlegen

Angabe: Sei f-g(x) = f(x) - g(x). Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) f,g nicht berechenbar = f - g nicht berechenbar.
(b) f, g nicht total = f - g nicht total.

Losung: (a)
Falsch. Gegenbeispiel: Sei A eine unentscheidbare Menge, und sei x4 die

charakteristische Funktion von A, also

(z) = 0 fallsz ¢ A,
XA =1 fallsz € A

Dann sind sowohl x4 als auch 1 — x4 nicht berechenbar, aber
xa(z) * (1 — xa(z)) =0, fiir alle z und damit berechenbar.

"Bertrands Postulat, zuerst bewiesen von Chebyshev
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Lésung: (b)

Richtig. Das Produkt zweier Werte ist nicht definiert, wenn einer dieser
Werte nicht definiert ist.

:Aufgabe
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