Aufgaben Theoretische Informatik II

Aufgabe 1 Geben Sie fiir folgende Formel eine konjunktive und eine disjunktive Nor-
malform an.

(a) pAg— (r=(pVq)
(b) pV((g—=rVr—s)A-p—s)

(c) pV-rA(-pVs—r)

Bitte beachten: — bindet starker als A, A bindet starker als V, —, <.

Antwort fur a.

pla|r|pAg|pVg|r—(pVg) |[pAg—(r<(pVq)
0/0][0] 0 0 1 1
0/0[1] 0 0 0 1
0/1]0] 0 1 0 1
0l1|1] 0 1 1 1
1{olo| 0 1 0 1
1/0]1] 0 1 1 1
1/1]0] 1 1 0 0
111 1 1 1 1

Disjunktive Normalform: =p A =g A—=rV -pA=gArN -pAgAN—-rN-pAqgArV
PAGAN—TNDPA—gGNANTNPpAgAT

Konjunktive Normalform: —p V —q V r.

Kommentar: Die kiirtzeste disjunktive Normalform ist auch —pV —q V r.

Aufgabe 2 Beweisen oder widerlegen Sie dass folgende Formeln erfiillbar sind.

(a) (B=E)N(C—-=D)N1—-AAN1—=B)ANENA-SC)NENANC = F)A
(F-GNANG—-H)ANI—-0)ANHANC—I).
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b) (E—=0OANA—-=GNH—-DHNIT—I)NHN] - I)NG— H)NHNG — A).
(¢c) (B=EYAN(C—-D)AN(1—-B)A(ENA—-C)NENANC — F) A
(F—=GNANG—-H)NI—-0)ANHANC —1).

Antwort:
) unerfiillbar

(a
(b) erfiillbar
(c) erfiillbar

Aufgabe 3 Wieviele Belegungen gibt es, die Aufgabe 2b erfiillen?

Antwort: Eine.

Aufgabe 4 Welches Konjunkt kann bei Aufgabe 2a weggelassen werden ohne an der
Unerfiillbarkeit etwas zu andern?

Antwort: (C'— D), da D auf keiner linken Seite vorkommt.

Aufgabe 5 Welche der folgenden Klauselmengen entsprechen Hornformeln?

(a) {{p,~q,—r}.{-p,~q.v} . {p}.{~q}}.
(b) {{p.q,~r} {-p,p}. {q} }-
(c) {{-»,~q}.{~q,~r} {-p,-r}}.

Antwort: a und c.

Aufgabe 6 Widerlegen Sie mit Hilfe des Resolutionsverfahren oder geben Sie eine Bele-
gung der Variablen an, die die Klauselmengen wahr macht.

(a) {{p,q}, {p,~a}, {-p, s}, {-p,~s}}.
(b) {{p7 Q}v {_'p7 T}v {_'T7 5}7 {_'S}}‘
() {{p.a.7}, {-p,a}. {-r.q}, {~q}}.



Antwort a.

1: {p.q}

2: {p,—~q}

3: {p} (1,2)
4: {-p,s}

5: {s} (3,4)
6: {-p, s}

7. {~s} (3,6)
8: 0 (5,7)

Antwort b. Erfiilbar. I(p) =0, I(¢) =1, I(r) =0, I(s) = 0.

Antwort c.

1: {~q}

2: {-rq}

3: {-r} (1,2)
4: {-pq}

5: {-p} (1,4)
6: {p.qr}

7 Ap,r}  (1,6)
8: {p} (3,7)
9: 0 (5,8)

Aufgabe 7 Welche der folgenden widerlegbaren Klauselmengen ist mit Unit-Resolution
widerlegbar? (Unit-Resolution bedeutet dass immer eine der Resolventen einelementig
ist.)

) {{p,a.v}. {p.~a, v}, {=p.q, 7}, {=p, ~q, 7}, {-r}}.
b) {{p}7 {a}, {—p,—q, s}, {-p, —\S}}.

Antwort: b.

Aufgabe 8 Sei 2° = -~z und 2! = z. Zeigen Sie

{pr oo} i) € {0,137}
ist widerlegbar.

Beweis: Durch Induktion nach n.



n=1 {{p'}: (@) € {0,1}'} = {{p}, {-p}}.
n>1.

{{ o} s (i) € {0, 1}"}_
{{p}. YU b B DY U ) < (i) € {0,137 '}

ist widerlegbar wenn

{p i} s (i) € {0,137}

widerlegbar ist.

Aufgabe 9 Sei C C {{p{...pir}: (i1...i,) € {0,1}"}. Beweisen Sie C ist erfiillbar.

Beweis: Erweitere C' zu

={pt o}l € 40,137 = {1}
fir gewisse vy ... v, € {0,1}". C* ist erfillbar (und damit auch C') da jede Klausel aus
C* mindestens ein p; " enthilt. Setze I(p;) =1 — ;.

Aufgabe 10 Sei C eine Klauselmenge, C' € C, und V' die Menge der Variablen in C'.
Sei

COMP(C,C) = {C": C C C'A C’ enthalt jede Variable in V genau einmal},

COMP(C) = | J COMP(C,C).
ceC
Zeigen Sie C ist mit Aussagenlogische Resolution widerlegbar dann und nur dann wenn
COMP(C) mit Aussagenlogische Resolution widerlegbar ist.

Beweis: C widerlegbar = COMP(C) widerlegbar da COMP(C,C) die Klausel C' her-
leitet.

COMP(C) widerlegbar = C widerlegbar da es fiir jede Klausel D € COMP(C) eine
Klausel D’ € C gibt sodass D" C D. Kiirze die Resolutionswiderlegung von COMP(C)
dementsprechend.

Aufgabe 11 (Vollstandigkeit der Aussagenlogische Resolution) Sei C eine Klauselmenge.
Zeige
C mit Resolution widerlegbar <= C unertiillbar.

Beweis: C mit Resolution widerlegbar <= COMP(C) mit Resolution widerlegbar <=
COMP(C) = {{p}'...pir}: (i1...in) € {0,1}"}.
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Aufgabe 12 Seien folgende préadikatlogische Formeln gegeben:

(1) (Va3yP(z,y) — (VaB(z)V 32C(z))) — Jx C(x)
(2) VaFyvz(P(z,y) vV Qy, 2)) V ~Vz(P(z, 2) V Q(2, 2))

(3) Vx(P(x) — Jy(Qy) — Vz(R(z) — Fu(W (u) — VUS(U)))))
Geben Sie jeweils:

(i) eine Prianex-Normalform an
(ii) eine Skolem-Normalform an

(iii) eine Klausel-Normalform an

Ad (1)

(i) VaTy3ava"3a" (P(z,y) A ~B(2) A ~C(z") v C(a")).

(ii) Y2 P(x, f(x)) A ~B(c) AV2/~C(') V C(d).

(iii) {P(z, f(x)), C(d)}, {=B(c), C(d)},{~C(a'), C(d)}.

Ad (2)

(i) VaTyV232 (P(z,5) V Q(y, 2) V —P(#, #) A ~Q(', 2')).

(i) Ya¥z(P(z, () V Q(f(x), 2)) V =P(c,c) A ~Q(c, o).

(i) {P(z, f(x)), Q(f (%), 2), ~P(c, )}, {P(x, f()), Q(f(x), 2), ~Q(c, ¢)}-
Ad (3)

(i) VaIy¥z3uvo (~P(z) V ~Q(y) V ~R(2) V =W (u) V S(v)).

(i) Va (~P(z) V ~Q(f(x)) V Vz(~R(2) V =W (g(x, 2)) V YuS(v))).
(iii) {~P(z), 2Q(f(2)), ~R(2), ~W(g(z, 2)), S(v)}.

Aufgabe 13 Sei A =Vz3y(P(z) — —P(y)) — VaP(z) V Va—P(x).
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(a) Geben Sie ein Modell fiir A an.
(b) Geben Sie ein Gegenbeispiel fiir A an (d.h. ein Modell fiir —A).

Antwort: Da A nur das einstellige Pradikat P enthélt gentigt es zweielementige Modelle
zu betrachten. A {ibersetzt sich zu A* = <(P(a) — =P(a)) V (P(a) — —|P(b))) A

<(P(b) — =P(a)) vV (P(b) — ﬁp(b))) — P(a) A P(b) V ~P(a) A ~P(b).

i)
=

YT PO [ A

(
0
1
0
1

— = O O

_ o O =

Ein Modell fiir A ware <{a, b}, P>, P =.
Ein Modell fiir =A wire ({a,b}, P), P = {(b)}.

Aufgabe 14 Sei c eine Konstante. Gib von jede der folgende Mengen Terme an ob sie
unifizierbar sind, und wenn ja gebe eine MGU.

A= A{f(g(x).y),9(f(x),y)}
B - {Q(ZE, y)v Q(f(c)v f(l‘, 2))7 Q(I, f(f(C),ZL‘))}
C = {g(P(z,u), Q) g(P(f(y), ), Q(f(2))), 9(P(x,u), Q(f(f(2))))}

Antwort:
A ist nicht unifizierbar weil gleich am Anfang f und g schon verschieden sind.
Eine MGU fir B ist z — f(c), y — f(f(c), f(¢)), z— f(c).

C ist nicht unifizierbar weil Q(f(f(f(f(z))))) nicht mit Q(f(z)) unifizierbar ist.

Aufgabe 15 Sei ¢ eine Konstante. Geben Sie von jede der folgende Mengen Terme an
ob sie unifizierbar sind, und wenn ja geben Sie eine MGU.

A= {P(x, f(2),9(c, 2)), P(c,9(2), g(f(x),¢c))}



B = {S(f(x),v),S(u, f(u)),S(f(c), f(f(c))}
C = {R(z, f(2),2), R(f(y), f(2),2), R(f(y),y, f(x))}

Antwort:
A ist nicht unifizierbar weil f und ¢ verschieden sind.
Eine MGU fir B ist z — ¢, u+— f(c), v — f(f(c)).

C' ist nicht unifizierbar weil am Ende f(f(f(z))) nicht mit z unifizierbar ist.

Aufgabe 16 Beweisen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode

3a¥y (P(z) V Q(y)) — Yy3z(P(z) V Qy)).

Antwort:
Negation: JaVy(P(z) vV Q(y)) A IyVaz (=P(z) A =Q(y)).
Skolemform: Yy(P(c)V Q(y)) AVa(=P(z) A ~Q(d)).

Klauselform: {P(c),Q(y)}, {-P(x)},{-Q(d)}.

Lo {P(c), Qy)}

2: {-Q(d)}

3: {P(c) Res(1,2)
4: {=P(x)}

5: 0 Res(3,4)

Aufgabe 17 Ist folgende Klauselmenge widerlegbar mittels Resolution?
%P(w)y P(f(x)), P(f(f(@)}, {P(x), P(f(x)),=P(f(f(x)))}

P(x), =P(f(x)), P(f(f(2))) }, { P(x), ~P(f (), ~P(f(f())) }
gﬂm), P(f(x)), P(f(f(@) }, {~P (), P(f(x)),~P(f(f())}

~P(x), ~P(f(2)), P(f(f(2)))}, {=P(x), ~P(f (), =P(f (f(x))) }

Antwort: Ja, setze P fir P(x), @ fur P(f(z)), R fir P(f(f(z))). Die Klauselmenge ist
jetzt schon mit Aussagenlogischer Resolution nach Aufgabe 8 widerlegbar.



Aufgabe 18 Widerlegen Sie mit Hilfe des Resolutionsverfahrens:
{{P(a’ b7 C)}7 {_|P(I7 y? Z)7 P(y? x? z)}7 {_|P(I7 y? Z)7 P('Z7 y7 x)}?
{ﬂP(x,y,z),P(x, z,y)}, {—P(c,a,b)}}.

Antwort:
. {P(a,b,0)}

{=P(z,y,2), P(z,y,2)}
{P(c,b,a)} Res(1,2)
{=P(2,y,2), P(z,2,9)}
{P(c,a,b)} Res(3,4)
{_'P(Cva>b)}

0 Res(5,6)

N O Ol Wi

Aufgabe 19 Beweisen Sie folgende Formeln mit Hilfe des Resolutionsverfahrens oder
zeigen Sie dass sie nicht giiltig sind.

Al. VeIyVudvP(z,y, u,v) — VaVuIyIoP(z,y, u,v).
A2, VaVudyFvP(z,y,u,v) — VeIyVuvP(x, y, u, v).
Antwort: Die Klauselform von = A1 ist

{P(z, f(x),u,g(z,u))}, {~P(c,y,d,v)}.
Dies ist widerlegbar mit m.g.u. {x — ¢,y — f(¢),u+— d,v+— g(c,d)}.
Die Klauselform von —A2 ist

{P(x, f(z,u),u, g(z,u) }, {~Ple.y. h(y),v) }.

Dies ist nicht widerlegbar, = A2 erfiillbar. Also A2 nicht giiltig.
Aufgabe 20 Sei die Klauselmenge A = {{P(u), P(v)},{—=P(z),~P(y)}} gegeben.
Zeige mit Hilfe der Resolutionsmethode dass A widerlegbar ist.

Antwort: Hinweis: Die Widerlegung kann nicht ohne Faktorisierungsregel durchgefiihrt
werden.

L {P(u), P(v)}

2: {P(u)} FA(1)
3. {~P(),~P()}

4: {—=P(x)} Res(2,3)
5: 0 Res(2,4)



Aufgabe 21 Seien folgende préadikatlogische Formeln gegeben:

(I) (Va (A(z) — B(x))) — 3y (C(y) A=B(y))
(II) Yz (C(z) — B(x))
(III) Fx (A(x) A =B(x))

Beweise mit Hilfe der Resolutionsmethode dass (I), (II)[= (III).

Antwort: Zuerst setzen wir (I), (II), und —(III) mittels Skolemisierung in Klauselnor-
malform. Wir numerieren gleich die Klauseln fiir die Verwendung im folgenden Resolu-
tionsbeweis.

7: {-A(c),C(d)}  Res(3,6)

8: {C(d)} Res(1,7)

9: {-A(c),mB(d)} Res(4,6)
10: {=B(d)} Res(2,9)
11: {-~C(d)} Res(5,10)
12: 0 Res(8,11)

Aufgabe 22 Seien c¢,d und e Konstanten. Geben Sie ein Refutierung der folgende

Klauselmenge:
{ {r(d,y),~p(x)},
[~t(y. ), p(y) },
{-r(y, f(e)), s(e)},
{t(c,d),~s(d)},
{s(z)} 2



Antwort:

1 {s(o)}
2: {t(c,d),~s(d)}

3: {t(e,d)} Res(1,2)

4: {=t(y,d), p(y)}

5: {p(c)} Res(3,4)

6: {r(d.y), —p(x)}

7: {r(d,y)} Res(5,6)

8: {r(d,y)} Umbenennen 7
9: {-r(y, fle)), ~s(e)}

10: {=s(e)} Res(8,9)

11: 0 Res(1,10)

Aufgabe 23 Geben Sie ein Refutierung mit Hilfe der Unitresolution von dem Klausel-

menge {{p7 q, _'T}v {_'u}7 {tv _'Q}v {Ta u}v {_'t7 oS, u}v {_'p}v {S}}

Antwort:
1: {s}
2: {-t,—s,u}
3: {-t,u} Res(1,2)
4. {-u}
5: {-t} Res(3,4)
6: {t,—q}
7: {—q} Res(5,6)
8: {-p}
9: {p,q,—r}
10: {p,—r} Res(7,9)
11: {-r} Res(8,10)
12: {r,u}
13: {u} Res(11,12)
14: 0 Res(4,13)

Aufgabe 24 Die Fibonacci-Zahlen
1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34...

sind rekursiv definiert durch



Sei

n+1 n+1
o = (1 V5 [1-45
B 2 2 '
1. Druck G(n) aus mit Hilfe der Losungen der Gleichung 2% = z + 1.

2. Benutze 1 um zu zeigen dass ?G(n) = F(n).

Antwort. Sei zg = 5 und 2, = 155, 50 dass G(n) = x,"' — 2, Weil die

Rekursionsgleichungen F' eindeutig definieren geniigt es zu zeigen dass diese von ?G (n)
erfilllt werden. Tatséchlich haben wir éG(O) = é(mo —27) = 1 und éG(l) =

?(x% —x3) = %((zo +1) = (z1+1)) = 1, und weil 2j* = 2072 + 20 (und dass gleiche

fiir 1) haben wir auch éG(n +2)= ?G(n +1)+ ?G(n)
Aufgabe 25 Zeige dass die folgende Funktionen und Relationen primitiv rekursiv sind:

1. Konstante Funktionen: Fiir Konstante c¢ ist die Funktion Az.c primitiv rekursiv.

Antwort: Die Nachfolgerfunktion S ist als primitiv rekursive Basisfunktion gegeben.
Durch c-fache Zusammensetzung erhalten wir Az.S(...(S(0))...).

2. Die Signum Funktion:

(2) 1 falls x >0,

sg(x) =

& 0 falls 2 = 0.
Antwort: Definiere sg(0) = 0, sg(x + 1) = 1.

3. Die Fallunterschied Funktion:

x falls z =0,
y falls z > 0.

cases(zx,y, z) = {

Antwort: Definiere cases(x,y,0) = z, cases(z,y,z + 1) = y.

4. Abgeschnittene Subtraktion:

) {0 falls y > =,
r=y=
r —y anders.
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Antwort: Definiere zuerst die Vorgénger Funktion

pd(0) =0
pd(z+1) = x.
Dann definiere
r-0==x

z = (y+1) =pdz = y).
. Die charakteristische Funktion y. der Ungleichheitsrelation:

1 falls x <y,

0 anders .

X<($,y) = {

Antwort: Mann definiere x(z,y) = sg(y — x).

. Die charakteristische Funktion y— der Gleichheitsrelation:

(2.9) 1 falls x =y,
_ l‘, =
A=Y 0 anders .

Antwort: Unter Benutzung der vorher definierte Funktionen sg, —, und x. kénnen
wir definieren x—(z,y) =1 = sg(x<(z,y) + x<(y, 7).
. Zeige dass die Summe Az, y. x +y und das Produkt Ax,y. x - y primitiv rekursiv

sind.

. Sei f primitiv rekursiv. Zeige dass auch die begrenzte Summe g(z) = Z f(y)

y<z
primitiv rekursiv ist.

Antwort: Definiere

glx+1) = g(z) + f(2).

. Sei f primitiv rekursiv. Zeige dass auch das begrenzte Produkt h(x) = H f(y)
y<z
primitiv rekursiv ist.

Antwort: Definiere



10.

11.

12.

13.

14.

Zeige dass die Aussagenlogische Operatoren primitiv rekursiv sind. Dass heisst,
fiir gegebene primitiv rekursive Relationen P und @) sind auch die Funktionen
Az.—P(x)), A\x,y.P(x) ANQ(y), Az, y.P(x)VQ(y), und Az, y.P(x) — Q(y) primitiv

rekursiv.

Antwort: Z.B. Az, y.P(2)VQ(y) wird definiert durch sg(P(x)+Q(y)) und Az.—P(x)
von 1 ~ P(x).

Begrenzte Quantifikation: Gegeben eine primitiv rekursive Relation R sind auch
die Relationen P(z) = 3y < = R(y) und Q(z) = Vy < z R(y) primitiv rekursiv.

Antwort: Mann definiere P(z) = sg< > y<e R(y)) und Q(z) =[], R(y).
Begrenzte Suche: Gegeben f primitiv rekursiv, definiere die Funktion

ny < z(f(Z,y) = 0)
die den kleinsten Wert y < z ausgibt so dass f(Z,y) = 0, und die 0 ausgibt falls
so eine y nicht existiert.

Antwort: Definiere zuerst die Relation R durch

R(Z,y) = f(Z,y) = 0AVw < y(f(T,w) #0).

Dann kann es hochstens ein y geben mit R(Z,y), und py < z(f(#,y) = 0) wird
gegeben durch - vy - R(Z,y).

Division: Die Relation x|y, x teilt y ist primitiv rekursiv.

Antwort: Mit Hilfe von begrenzte Quantifikation und x— (sehe oben) kénnen wir
x|y definieren durch 3z < y(x - z = y).

Primzahlen: Der Funktion n +— p,, wo p,, der n-te Primzahl ist.

Antwort: Mann definiere zuerst ein Pradikat Prim(z) durch
Prim(z) &z =2V (z >2AVy < z(ylr »y=1Vy=ux)).

Also die Relation Prim(z) druckt aus dass x ein Primzahl ist. Wir benutzen weiter
dass fiir jede gegebene Zahl n immer ein Primzahl < 2n vorhanden ist. (Bertrands
Postulat, zuerst bewiesen von Chebyshev. Mann konnte auch eine hohere obere
Schranke benutzen die leichter zu beweisen ist.) Dann definieren wir mit Hilfe
begrenzte Quantifikation

p1 = 2
Doyl = pz < 2p, (z > pp A Prim(z)).
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Aufgabe 26 Sei f-g(z) = f(z) - g(x). Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) f, g nicht berechenbar = f - g nicht berechenbar.
(b) f, g nicht total = f - g nicht total.

Antwort: (a) Falsch. Gegenbeispiel: Sei A eine unentscheidbare Menge, und sei x4 die
charakteristische Funktion von A, also

(2) = 0 fallsz ¢ A,
Xalt) = 1 falls x € A.

Dann sind sowohl x4 als 1 — x4 nicht berechenbar, aber ya(z)- (1 — xa(x)) = 0 fir alle
2 und damit berechenbar.

(b) Richtig. Dass Produkt zweier Werten ist nicht definiert wenn einer diese Werten
nicht definiert ist.
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