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Thema: Deduktion 2 — LK und Normalform-Transformation

Ubung 2.1 Beweisen Sie das Sequent

P(a,a), (Vz)(Vy)(P(z,y) > Py, f(x))) = P(f(a), f(a))

Auflerdem gilt (X1, Xa, X3) =

XiF X5, X, Xy X3, X1 FX3,X, ; Xo, Xh F X3, Xo X3,X2, X5 F X3
X1, X2 O X3 F X3, X, - X0 X1, X0 XsF Xy
X1, X1 D Xo, Xa O X3 - X3 -

Ubung 2.2 Geben Sie einen LK-Beweis der Formel

(By)(vz)(P(y) > P(x))

Loésung:
5 P(a), P(x1) b P(x1), P(22), X
P(a) - P(x1), P(x1) D P(x2), X
F P(a) D P(z1), P(z1) D P(x2), X VI
F P(a) D P(z1), (Vz)(P(z1) D P(2)), X .
F P(a) D P(z1), X v
F (Vz)(P(a) D P(x)), X

= (3y)(va)(P(y) > P(z))

or

r

r

Mit X = (3y)(Vz)(P(y) D P(z)).

Ubung 2.3 Konstruieren Sie eine Skolemform der Formel

=((Va)(Fy) (V2) (P(z,y) A Q(x,2)) D (By) Pla, y) A (V2)Q(a, 2))).



Losung: 1. Schritt: Umbenennung der Variablen:

~((V2)(3y) (V2)(P(2,y) A Q(x, 2)) D ((Fu) P(a, u) A (Vv)Q(a, v))).

2. Schritt: Transformation in Normalform 1:

~((V2)(Fy) (v2)(P(z,y) A Qx, 2)) D ((Bu)Pla,u) A (Vo)Q(a,v))) =11
~(=(vV2)By) (V2)(P(2,y) A Q(x, 2)) V (Bu) P(a, u) A (V0)Q(a,v)) =r3
—=(V2)By) (V2) (P2, y) A Q(x, 2)) A ~((Fu) Pla, u) A (V0)Q(a,v)) =4
(V) (3y) (V2) (P(x,y) A Q(x, 2)) A =((Fu) Pa, u) A (Y0)Q(a,v)) =12
(Vo) (3y) (V2) (P, y) A Q(x, 2)) A (=(Fu) Pa,u) V ~(V0)Q(a,v)) =16
(V) By) (v2) (P(z,y) A Qx, 2)) A ((Vu)=P(a,u) V =(V0)Q(a,v)) =15
(V) (3y) (V2)(P(x, ) A Q(x, 2)) A ((Vu)=P(a,u) V (3v)=Q(a, v))

3. Schritt: Elimination der Existenzquantoren:

(V) By) (V2) (P2, y) A Q(x, 2)) A ((Vu)=P(a,u) V (3v)=Q(a,v)) =
(V) (V2)(P(z, f(x)) A Q(x, 2)) A ((Yu)=P(a,u) V (F0)=Q(a,v)) =
(V) (V2) (P(x, f () A Q(z,2)) A (Vu)=P(a, u) V =Q(a, b)).

Die letzte Formel ist die Skolemform von

=((v2)(3y) (V2)(P(z,y) A Q(x, 2)) D ((Fy) P(a,y) A (V2)Q(a, 2)))-

Ubung 2.4 Berechnen Sie eine Klauselform der Formel

=((V2) 3y) (P(z, y) A =Q(x,y)) V (Fz)(Vy)(P(z,y) D Q(x,y))).



Losung: 1. Schritt: Umbenennung der Variablen:

=((Va) Fy) (P, y) A =Q(x, ) V (Fu) (Vo) (P(u, v) D Q(u,v))).

2. Schritt: Transformation in Normalform 1:

~((Vz)Fy)(P(z,y) A =Q(z,y)) V (Fu) (Vo) (P(u,v) D Q(u,v))) =12
= (V) Fy)(P(z,y) A =Q(z,y)) A =(3u) (Vo) (P(u,v) D Qu,v)) =15
(F2)=Ey) (P(z,y) A ~Q(z,y)) A =(3uw) (Vo) (P(u,v) D Q(u,v)) =16
(F2) (Vy)~(P(z,y) A =Q(z,y)) A =(Fu)(Vv)(P(u,v) D Qu,v)) =12
(F2)(Vy) (= P(z,y) V ==Q(z, y)) A = (Fu) (Vo) (P(u,v) D Q(u,v)) =14
(F2)(Vy) (= P(z,y) V Q(z,y)) A ~(Fu) (Vo) (P(u,v) D Q(u,v)) =16
(Fz)(Vy)(=P(z,y) vV Q(z,y)) A (Vu)=(Vo)(P(u,v) D Q(u,v)) =rs
(F2) (V) (= P(z,y) V Q(z,y)) A (Yu)(Fv)=(P(u,v) D Q(u,v)) =17
(F2)(Vy)(=P(z,y) V Q(z,y)) A (Yu)(Fv)(P(u,v) A =Q(u,v))
Mit (T7):
(X DY)
X ANY
wobei (T7) durch (T1), (T3) und (T4) simulierbar ist:
(X DY)
CXVY) ;;
—XAY
XAy 4

2-malige 3-Elimination auf der Normalform 1 ergibt die Skolemform

(Vy)(=P(a,y) V Q(a, y)) A (Yu)(P(u, f(u)) A =Qu, f(u)))-

Weglassen der Quantoren ergibt die Negationsnormalform

(=P(a,y) vV Qa,y)) A (P(u, f(u)) AN =Q(u, f(u))).

Daraus ergibt sich die konjunktive Normalform

(=P(a,y) vV Qa,y)) A P(u, f(u)) N =Q(u, f(u)).

Die zugehorige Klauselform ist dann

{P(a,y) F Qa,y); + Plu, f(u); Q(u, f(u)) F}.

Ubung 2.5 Berechnen Sie eine Klauselform der Formel

=(3z)(P(z) > (Fy)Q(z,y) D (V2)R(x, 2))).



Loésung: 1. Schritt: Normalform 1:

~(3z)(P(z) > ((Fy)Q(z,y) O (V2)R(z, 2))) =16
(Vz)=(P(z) O (Fy)Q(z,y) D (V2)R(x, 2))) =17
(V) (P(x) A ~((y)Q(z,y) O (V2)R(x, 2))) =17
(V) (P(x) A ((Fy)Q(x,y) A =(V2)R(x, 2))) =15
(V) (P(z) A ((Fy)Q(z,y) A (32)-R(z, 2))).
Mit (T7):
-(X DY)
XNAY

wobei (T7) durch (T1), (T3) und (T4) simulierbar ist:

(X DY)
(=X VY)
— = 13
X AY
XAN-Y

T1

Die Skolemform von

(V2)(P(z) A ((Fy)Q(x,y) A (F2)~R(z, 2)))
ist

(Vz)(P(z) A (Q(z, f(2)) A ~R(z, g(2)))).

und die Negationsnormalform

(P(z) AMQ(z, f(2)) A =R(x, 9(2))))-

Die Formel ist (nach Weglassung iiberfliissiger Klammern bereits in KNF; die Klauselform ist daher

{F P(z); FQ(z f(x)); R(z,g(x))F}.



