
���������	��
��
��
�������� ��������������
�����
���������
 ���!���"��#$��%&��#$� ')(+*-,$. /0/213*-4$. /5/
687$9;:=<?>&6 @A<?7?7CB�D > E&FHGJILKNM&OPO

QPRSRUTWV XYX�ZHZHZ�[ \]R_^`RUa=\]RUa=b?[ RUcPZ+a=d ef[ ^`g-[ ^`RhX�ikj]l5cCdnm?X
o dnpUeCdhpkqsrsiutwvxi y;d zJ[=V${`|-|-}8~h�C~�}��Y�`� 68�&:!�f�C�+:�<?7?7?>l5T0p�[=V5��afcW[5����~Y~h�C~�� dh����^Ya=zJV o [ qsc5pUb�dnph�kRUcPZ+a=d eW[ ^YgY[ ^�R

6?:
X1, . . . , Xn �`���x��� � ���W�����`�!�!���������C�
����� � �����w���������J J� �!¡�¢ �J��£¤�J������ J¥)����� µ � �
¦ ���C���§� �!¨
σ2 © Xn ����� ¦ ���ª�W�����`�!�!������� �!¢ �J������ J¥�������� �
¦ S2

n

¦ �����W�������!�!������� �f« �C���§� �!¨$¬

Xn =
1

n

n∑

i=1

Xi, S2
n =

1

n − 1

n∑

i=1

(Xi − Xn)2

­ ��� ¡ � � �W��� ¬® �$¯ Xn �����k��� � � �f« ��� ¨ �����������w�;��� � � ¨ ���k°N±!� µ
: ���C���§� �!¨�¦ �P�s�;�`� � � ¨ �����Y²�³h��� ¦ ���s�;��� � � ¨ ���´ � � ��������� � �2°]±!� µ ²® ��¯ S2

n ��������� � � �W« ��� ¨ �����������µ�;��� � � ¨ ���¶°N±!� σ2 :·�¸º¹
»)¼�¸§½8¾x­ ��� ¡ � � �W��� ¨ � �x� �`�
��� ® ¼�¿¶À�¸ºÁ-¸§½PÂ-Ã&¼-ÁÅÄ
¼-Á`½PÂ-Ãf¸U¼8Æ-Ç;¹WÈC½Y½�É?Ê§Ë ¯ ¬

S2
n =

1

n − 1

[
n∑

i=1

X2
i − nX

2
n

]

<&:�Ì ����°S��  ¡ � �
¦ �ÎÍk�C���� J �������� ¦ ��� ­ �
�`� ¢L¢ � � °U������� �!¡ ��� � �����W�������!�!������� ¦ ����Ï���Ð�Ñ$� 55 �C�
���� � ���¶Òs��������� �W« ���������J J� �!¡ Pµ
¬
x

7 6 < Ó B >Ô � �&Õ ¡ ´ ���J� 9 6�B 68< 68Ó Ö Ó
® �$¯�×	�P����� ¢L¢ � � �W��� ¦ � � �! §�C�
���J�! �� � �;�`� � � ¨ ��� « � � µ

: ® ³n�������2� �f« ��� ¨ �������Y²C¯® ��¯�×	�P����� ¢L¢ � � �W��� ¦ � � �! §�C�
���J�! �� � �;�`� � � ¨ ¥)����� « � � µ
:

® �5¯�×	�P����� ¢L¢ � � �W��� ¦ � � �! §�C�
���J�! �� � �;�`� � � ¨ ¥)����� « � � W (X = 2)
:

Ó&:�Ì ����°S��  ¡ � �
¦ �ÎÍk�C���� J �������� ¦ ��� ­ �
�`� ¢L¢ � � °U������� �!¡ ��� � �����W�������!�!������� ¦ ����Ï���Ð�Ñ$� 50 �C�
���� � ���¶×�� � � ¢ �§�C  « ���������J J� �!¡ Bn,p
¢ �J� n = 5

¬
x

7 6 < Ó B >Ô � �&Õ ¡ ´ ���J� Ö 687 6�B 68Ó Ö 6
® �$¯�×	�P����� ¢L¢ � � �W��� ¦ � � �! §�C�
���J�! �� � �;�`� � � ¨ ��� « � � p

: ® ³n�������2� �f« ��� ¨ �������Y²C¯® ��¯�×	�P����� ¢L¢ � � �W��� ¦ � � �! §�C�
���J�! �� � �;�`� � � ¨ ¥)����� « � � p
:

® �5¯�×	�P����� ¢L¢ � � �W��� ¦ � � �! §�C�
���J�! �� � �;�`� � � ¨ ¥)����� « � � W (X ≥ 3)
:

B
:�Ì ����°]��  ¡ � �
¦ � �ØÌ �C��� � ��� �
¦ ­ ���J��� � ® ×������������
�`����� �
¦ � � ¯ ¨ ¥2�������
� � �C�&°S��� � � �
¦ ���µ°S��  ¡ � �&Ù¦ � �ÛÚ �
� ° �  J �� � ��� � �P�ª�WÜ&����� ¢ � ¬
67, 102, 47, 85, 34, 9, 4, 21, 229, 262, 43, 152, 1, 14, 79



® �$¯���� ¢ �J������  � � �
¦ ¨ �����`� � � � �W��� ® ¢ �J� ¦ ��� Ô � �
¦ � ¦ ��� ¢ �J������ �����¯ ¦ ��� � ¢ �!�J�����`���
��w���������J J� �!¡ � °]� � ´ ����� �+:·µ¸N¹
»)¼-¸º½ °]±!��� Ù�� ����� ¬�� ��� ¢ � � �W��� ���������!���� ���¥�������� ¦ ����	!� � ´ ����� ��

����� �C�
� ¦ � ¢Òs��� ´ � ¡ �����
����� ® ¥2�J� ¦ �C�����f�w��������� �¤<&:=7&:=7 �C�!��� ¢ �C�����`���Å����� ¢ �W�`�C��� ¡ �� §� ¦ � � ¯ :® ��¯���� ¢ �J������  � �W����� � ����� ¦ ��� Úª�!� �C� ¢ ��� ¦ �CÑ �P�ª�������Û� ¢ ��� � ���W�����`�!�!������� �C�
�¶��� � ����w���������J J� �!¡ ¢ �J� ¦ ��� Ì ���`�f��� ¬
f(x) = λ e−λ x, x > 0

�x� �
¦ �� J��� ¦ � � �! §�C�
���J�! �� � �;��� � � ¨ ��� « � � λ
®�� �������!��±&°]� � �W�����k��� ¦ ��� ¡ �-°]� �
¦ � � ��;��� � � ¨ ��� �`�C��� � �`�! J����� ¦ ��� ®  �� ¡ �C���J��� ¢ ���������5¯�Ò� §�C�
���J�!�J J�J� � ����°N� � ´ ����� � ¢ ���&� ¢ ��������� ¯� �
¦ ¦ � � �! §�C�
���J�! �� � �;��� � � ¨ ¥)����� « � � λ

:
 W® �5¯ ­ ������� � � � �W���L±!����� ¦ ��� � ¢ �!�J�������`�
�3�w���������J J� �!¡ � °]� � ´ ����� � « � � ® �$¯ ¦ ��� ¢ �J� Ô �J  °]�« � � ® ��¯ ¡ �P����� � � ¨ ���Î�w���������J J� �!¡ � °N� � ´ ����� �+: ×	�P����� ¢L¢ � � �W��� ¡ �`�C�!�!���`���Å�W���� J ��µ� �
¦@ ����� ¦ �P� ¡ ��Ð�Ñ?��� �ÅÚ �
���`� �
¦ � ¨ ¥2�������
� �Å¦ � � ����� ¦ � � 	
� � ´ ����� � � �+:

>&:
X1, . . . , Xn �����x��� � �µ�W�������!�!���������C�
����� � ��� Ú  J����� � �C��� «W« ���������J J� �!¡ Ap

:fÌ ���	°S��  ¡ � �
¦ �¶�YÏ��������� � � �C�!�!�����;� ¢ �C��� « ��Ò�� « ��� ¡ ��Ð�Ñ$� ®! ×	� ¡ ��± �
¦ � �!¡ ²C¯ ¬

Zn =
Xn − p√

Xn(1 − Xn)/n
∼̇ N(0, 1)

® �$¯�� � �h¥2��� ´ ��  � �W���w�C�&°
×2������� « � � Zn ��� � �C�!�!���"�&� ¢ �C��� « �P� (1−α) ��#¶� � Õ ¦ � �!¨ � � ����� « �C J °N±!� ¦ � � Òs�C�`� ¢ ������� p
:® ��¯�×	���)��� � ��� ×��-°]�`� ¡ � �!¡ ® ¦ �0°N±!�%$ ¦ � ¡ � ¡ � � ¯ ¨ � ��� � � ¢ Ò����'&�� ´ ��¥	�C��� � 68Ö?�Û« � � Ó?7?7

Òk�����`� � � �¤¦ �0°]±!� : Ï��J�!���P����� � �Î£Å���!���
���J�2°]±!� ¦ ���¶Ò����'&�� ´ �Y²Ö&: ��� ¢ �J������  � �W���ª�C�&°u×2������� ¦ ��� Ì �C��� � « � �)( M
*,+;KNK-+/.�G]E ® «W¡   : .�GHILKNM&OPO ¯0�$¥��C�! J¥��������ª°N±!�132�4�5 � ¦ ��� 1�23476 �
��� ��8?>79 ��#ª� � Õ ¦ � �!¨ � � ����� « �C J �°]±!� ¦ ��� ¢ �J���� ������:#ªÐ�������� ¡ ��Ð�Ñ$� : Ïµ���
� ��W��� ¦ �C����� « � � � ��� ¢ �C  « ���������J J��� � ×	�P���x���`�f��� �!¡ � � �C�
� :

<



� Ð?��� �!¡ � �Û¨ � ¢ 687&: ×� §�C���
6?: ® �$¯ E(Xn) =

1

n

n∑

i=1

E(Xi) =
nµ

n
= µ

���C� (Xn) =
1

n2

n∑

i=1

���C� (Xi) =
nσ2

n2
=

σ2

n

Ì ��� #¶� � ��������� �!¨µ« � � Xn
® °]±!� µ ¯w�����	��� � � #ª� � �����W�
� �!¨Î¦ �P�2Ï��P����� ¨ �P� ¦ ���2Ï�����Ñ$� �­ �C�! �� � ® � ¦ ��� ¦ ����Ík�����
���WÜ;���`�
� ��� �����
� � �ª�!¡  ��������W� �!¡ ¯ ¬ Xn

W→ µ

® ��¯�� ¢ �!�J�����`���
���¶�w�����`���!�����!� �!¡ ���`�C� ¨$¬

S2
n =

1

n − 1

n∑

i=1

(
Xi − Xn

)2
=

1

n − 1

n∑

i=1

(
X2

i − 2XiXn + X
2
n

)

=
1

n − 1

[
n∑

i=1

X2
i − 2Xn

n∑

i=1

Xi

︸ ︷︷ ︸
= n Xn

+nX
2
n

]
=

1

n − 1

[
n∑

i=1

X2
i − nX

2
n

]

=⇒ E(S2
n) =

1

n − 1

[
n∑

i=1

E(X2
i ) − n E(X

2
n)

]

�w�������`�!�����!� �!¡ ���`�C� ¨$¬
E(X2

i ) = ���C� (Xi) + E
2(Xi) = σ2 + µ2

E(X
2
n) = ���C� (Xn) + E

2(Xn) =
σ2

n
+ µ2

=⇒ E(S2
n) =

1

n − 1

[
n (σ2 + µ2) − n

(σ2

n
+ µ2

)]
=

1

n − 1
(n − 1)σ2 = σ2

<&: ® �$¯�Ò� §�C�
���J�!�J J�J� � ��� °N� � ´ ����� �+¬

L(µ;
Ì �C��� � ) =

n∏

i=1

µxi e−µ

(xi)!
=

[
n∏

i=1

1

(xi)!

]

︸ ︷︷ ︸
= C

µ
∑

n

i=1
xi e−nµ = C µnxn e−nµ

� � ¡ �WÒw §�C�
���J�!�J J�J� � ��� °]� � ´ ����� �+¬
l(µ;

Ì �C��� � ) = lnL(µ;
Ì �C��� � ) = lnC + nxn lnµ − nµ

×	�P����� ¢L¢ � �!¡ ¦ �P��£ ���;� ¢ � ¢ � ¬ d l(µ;
Ì �C��� � )

dµ
=

nxn

µ
− n = 0 =⇒ µ̂ = xn

Ò� §�C�
���J�! ����µ�;��� � � ¨ ��� ¬ µ̂ = Xn

E(Xn) = E(X) = µ =⇒ � �f« ��� ¨ �������
Ó



® ��¯�Ò� §�C�
���J�! ������;��� � � ¨ ¥)����� « � � µ
¬

µ̂ =
0 · 7 + 1 · 14 + · · · + 5 · 3

55
=

116

55
= 2.11

® �5¯�Ò� §�C�
���J�! ������;��� � � ¨ ¥)����� « � � W (X = 2)
¬ µ̂2 e−µ̂

2!
= 0.270

Ó&: ® �$¯�Ò� §�C�
���J�!�J J�J� � ��� °]� � ´ ����� �+¬
L(p;

Ì �C��� � ) =

n∏

i=1

(
5

xi

)
pxi(1 − p)5−xi =

=

[
n∏

i=1

(
5

xi

)]

︸ ︷︷ ︸
= C

p
∑

n

i=1
xi(1 − p)5n−

∑
n

i=1
xi = C pnxn(1 − p)n(5−xn)

� � ¡ �WÒ� §�C�
���J�!�J J�J� � ����°N� � ´ ����� �+¬
l(p;

Ì �C��� � ) = lnL(p;
Ì �C��� � ) = lnC + nxn ln p + n(5 − xn) ln(1 − p)

×	�P����� ¢L¢ � �!¡"¦ �P��£Å���&� ¢ � ¢ � ¬
d l(p;

Ì �C��� � )

dp
=

nxn

p
−

n(5 − xn)

1 − p
= 0 =⇒ p̂ =

xn

5

Ò� §�C�
���J�! ������;��� � � ¨ ��� ¬ p̂ =
Xn

5

E

(
Xn

5

)
=

E(X)

5
=

5p

5
= p =⇒ � �f« ��� ¨ �������

® ��¯�Ò� §�C�
���J�! ������;��� � � ¨ ¥)����� « � � p
¬

p̂ =
0 · 6 + 1 · 10 + · · · + 5 · 1

5 · 50
=

106

250
= 0.424

® �5¯�Ò� §�C�
���J�! ������;��� � � ¨ ¥)����� « � � W (X ≥ 3)
¬ 5∑

i=3

(
5

i

)
p̂ i(1 − p̂)5−i = 0.360

B
: ® �$¯ Ì ��� � ¢ �!�J�������`�
� �w���������J J� �!¡ ��°N� � ´ ����� � ��������� � � Í+�����!��� � °N� � ´ ����� � ¢ �J� �W�!��± �!¡ � �� �Å¦ � � �W���� J �� �Ø¦ ��� ® ¡ �P��� ¦&� ����� � ¯��W�����`�!�!������� © ¦ ���L�W�!��� �!¡ �
Ð��
� ������� �C¡ � &���¥)���J ��
1/n �u����� ¢ ���!������� � � ¦ � � ���������
� � ×	�P���x�����W��� �!¡ � � ® �!����� � �����W� ¦ ��� 	x�C J º¯µ������� �C¡ ���������� � � � �����!���P���
� �
¦ �P��������  °S���`�
�P� « � � 1/n

:
® ��¯�Ò� §�C�
���J�!�J J�J� � ��� °]� � ´ ����� �+¬

L(λ;
Ì �C��� � ) =

n∏

i=1

λe−λ xi = λne−λ
∑

n

i=1
xi = λn e−λnxn

� � ¡ �WÒ� §�C�
���J�!�J J�J� � ����°N� � ´ ����� �+¬
l(λ;

Ì �C��� � ) = lnL(λ;
Ì �C��� � ) = n lnλ − λnxn

×	�P����� ¢L¢ � �!¡"¦ �P��£Å���&� ¢ � ¢ � ¬ d l(λ;
Ì �C��� � )

dλ
=

n

λ
− nxn = 0 =⇒ λ̂ =

1

xn

� �������!��±&°]� �!¡ �C�&° ®  �� ´ : ¯	£ ���;� ¢ � ¢ ¬ d2 l(λ;
Ì �C��� � )

dλ2

∣∣∣∣
λ=λ̂

= −nx2
n < 0

B
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F
n(x

)

D= 0.0996   x= 14

Ò� §�C�
���J�! ����µ�;��� � � ¨ ��� ¬ λ̂ =
1

Xn

Ò� §�C�
���J�! ����µ�;��� � � ¨ ¥������ ¬ λ̂ =
15

67 + 102 + · · · + 79
= 0.0131

>



 W® �5¯�Ò� §�C�
���J����  ¡ �P���`� � � ¨ ���Î�w���������J J� �!¡ � °]� � ´ ����� �+¬
F̂ (x) = 1 − e−λ̂x, x > 0

Ì ���	�W�!�!��� ¢ � ¢ D
¦ �P� Ú �
���`� �
¦ � ¨ ¥2���`���
� � Fn(x) � �
¦ F̂ (x)

´ � �!� � �!�2� � ��� � ����W�!��� �!¡ ������ J �� « � � Fn(x) �C�&°N��������� �+¬
D ≈ 0.1 ����� x(4) = 14

:
>&:  Ì ���µ×	� ¡ ��± �
¦ � �!¡ ¦ �0°]±!��� ¦ �CÑ Zn ��� � �Î�C�!�!���"�&� ¢ �C��� « �ÎÒ�� « ��� ¡ ��Ð�Ñ$�Î�������f J��� ¡ �2� ¢ ­ � �&Ù���`�C �� � Ï���� �!¨P« ���������J J� �!¡ ���Y�C� ¨ �$� �
¦3¦ �C��� � � ¦ �CÑ Xn(1−Xn)/n ��� � ´ � � ��������� � �������;�`� � � Ù¨ ��� « � � p(1 − p)/n

®�� ���C���§� �!¨Î« � � Xn ¯)����� :
® �$¯���� � ���`�! J����Ñ$� ��« � � Zn � �Î¨ ¥����$�x������� �
¦ � � �x� � ���J �� ¦ ���uÒw� « ��� « ���������J J� �!¡ ®��

N(0, 1) ¯ ¬

−z1−α/2 ≤
Xn − p√

Xn(1 − Xn)/n
≤ z1−α/2

Ú ���xÐ?�`� �Û¦ ��� Ì ���!���� J� �!¡  ������`�f� �!¡�� ����� p
¬

Xn − z1−α/2

√
Xn(1 − Xn)

n
≤ p ≤ Xn + z1−α/2

√
Xn(1 − Xn)

n

® ��¯ xn =
168

300
= 0.56

#¶� � Õ ¦ � �!¨ � � ����� « �C J � @ � � ��������Ï���� �!¨ � ��������� Ï���� �!¨ �8?779 7&:=>&6?6 7&:=Ö?7?�8?>79 7&:=>?7?< 7&:=Ö&6598�879 7&: Bf�CB 7&:=Ö?Ó?Ó
Ì ��� �W�J���x�C����� � ����� � ���`�f� ¡ � �!¨ ��� �
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Xn − tn−1; 1−α/2
Sn√

n
≤ µ ≤ Xn + tn−1; 1−α/2

Sn√
n

#ª� � Õ ¦ � �!¨ � � ����� « �C J Ï � n xn sn tn−1;0.975 � � ��������Ï���� �!¨ � ����������Ï���� �!¨ �£ Ó�8
182.51 6.54 2.02 180.39 184.63@ Ó?7
168.27 5.23 2.05 166.32 170.22

Ö


