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6?:������&�R�����V�����K�I����������@��V�������3�]�!���&�����¡ C�����£¢$¤¥�£¦ L!§w¨VJ]JM¨�©�F]E�ª+«  C¬!� « �����`���]�!��V®f¯?°
¤;�!����V®f¯$± ª ¤¥²³�&���µ´·¶¥��¸�����¹?��¶¥º$���»���I����¡��¤¥���� C�I¢$���������I�I¼!�!¹½�R¤¥�I¹$���+:�@¾����¿¥ C�!�À�� C�Á�
�I�Â¸�¤?���I���I¢$���ÄÃG C�I�Z�"�!���Â�·�����µ�;Å�¬G�C��� « ���������]�!�

µ
¼!��

σ
���f�����¬!�3����Æ

Ç¡ÈÊÉË)Ì�ÈÎÍ8Ï�Ð ¼!��Ñw�����3�����&¼!�!¹Ò²!� « :sÑw�������I�!¹$����¼!�!¹Ò¢$¤¥��Ñw�����8������¼!�!¹$���Ó���`�C¹?�µ�� C���!²!�I�ÕÔ
Å`¬��� « �������Ò�!��Å`¬f�Ö�&���À��¼!�!¿;��� (

x(i), i/n
) ª

i = 1, . . . , n

ª �I�×�·�����» C¼&� ª ��¤¥��!�����Ø�&���
��¼!�!¿;���?Ù

(
x(i),

i − 0.5

n

)
, i = 1, . . . , n

Ú �I�"�·��²�����-ÛZ��¿V�Ü�&���O�����ÝÑw¤¥��¹f C�!¹$� « ��������²��O������¬f�)� C���I� ª � Cº� C¼&�u�&���O�`��@Þ�������� C¼Å�¬��!���
�������O������¼!�!¿;�

x(n)
���I�!¹$�����` C¹$��� « �����!���³¿¥ C�!��ß « �C������¤¥���� « ��¹$���

Φ−1(1) = ∞ �!��Å�¬V�
�3¶¥¹?�I��Å`¬�à-:
ßMÑw¤¥��¹$�-�R�������I¹?���¡�·¤¥���� C�I������8���O¼!�âáã¼�`�&��¼Å�¿$����¹?�I²!�2�O�Ü C¼&�k�!���	ä��Vå·¤¥�3��¸G C¹$��¼!��� C�
 C��!�������³�V�����I�����Á�I�Âæ_�V����������8çuè�Vé·�`���2���¬!�3���Áêfêfë&ì?í?î"¼!��Öêfê;ï!ð5ë!ñ!:òà

<&:�é·�ó�O¼£¸!���&�]��� ª ¤¥²£���I�Ó�;Å�¬G C�I��¿;���������]��¬!����� �]�����Ý����� ªu« �I���ô�����K�I�����I�����Ã¤¥�I¹$�"¢$¤¥�¾687?7
æh�!¸!¼!���u²�����������²����+:0á·�õá·¼��¹f C�!¹ « �����!���

X
Ú �I������2ßM¼!��

100−X
�·¼!�I������àZ²��O¤¥²G ¥Å�¬V�����8:

ö ���f���I����÷�]��¬!����� �]���������µ�;Å`¬G C�I��¿V�������k¿¥ C�!���� C��>?7 Ú �I������k��� «  C�������+:0�����w�·¼!�I�I¬fø;¸�¤¥��¬�O�`�
ßÊùn�;Å`¬G C�I��¿V�������ã�]��¬!����� �]�����ûú à « �I���½¢$��� « ¤¥� �]��� ª �R C�I���

X /∈ (40, 60)
:

ßR $à"@¾���ü¹?��¤¥º3�����2²����+�&���O������ýk�O���ã�&���þÃ��¬!����� «  C¬!����Å�¬���I�!�I��Å`¬!¿$���I�36?:á·���XÆ
ßM²�à"@¾���½¹?��¤¥º»�����3�&���ÖÃ��¬!����� «  C¬!����Å�¬���I�!�I��Å`¬!¿$���I�Á<&:wá·��� ª�« ���!�ÿ�!���"�;Å�¬G C�I��¿;������� �I�

� �I�������+�` C���`�¥Å`¬!�I��Å�¬ÖBf> Ú �I��������I���-�R�����XÆ
�&:������Ü�R¤¥�I¹$����!��ýk C²����I���ã���V��¬G�C�I�Ý���I�!�I¹$��ß]���K¸!�I������Å`¬�5à�´¡���!�!¹?��¶¥º$�����M�!�w�&����´·¶¥��¸�����¹?��¶¥º$���

¢$¤¥�Á¦ L!§w¨;JMJM¨Ò©�F]E Ù
� Ú

n x s� ���
182.51 6.54@ �?7
168.27 5.23

ýk�O�������Ò�V�����K�I�
α = 5%

ª ¤¥²Á�&����ÑÝ C���Î C�!�8���³�!����´ã¶¥��¸�����¹?��¶¥º$���Ò¢$¤¥�Ö���C�!�!�I��Å�¬���À¼!��« ���I²!�I��Å�¬���Þ�V��¼�&����������!���Ö¹?������Å�¬³���I�� ª �Z: ¬+:!���O�������À�V���?Ù

H0 : σ2
M = σ2

W
¹$��¹$��� H1 : σ2

M 6= σ2
W

� ��¬���À�V���¡� C²����+¢$¤¥�Ö�¤¥���� C�I¢$���������I�I����� ö �O¤¥²G ¥Å�¬V��¼!�!¹$���À C¼�5:
B:�Ã¤¥�����`�����O¼!�!¹Ö¢$¤¥� H��	��
 Ù Ú ���K�I�������I�Ó�V���3���I���?>�þ�V´·¤¥���G�!���!�O�I�f������¢? C�I�	�M�!�þ�&���3���ÕÛZ�-Ô

�����!�
∆ = µM − µW

�!���ü�K�I�������������Þ´ã¶¥��¸�����¹?��¶¥º$���Þ¢$¤¥�À���C�!�!�I��Å�¬���»¼!�� « ���I²!�I��Å�¬���
�V��¼�&����������!���+: � ��¬���Ä�V���ã� C²�����¢$¤¥� �¤¥���� C�I¢$���������I�I����� ö �O¤¥²G ¥Å�¬f��¼!�!¹$���»ßM�K�I�Ü¹?������Å�¬���
ÑÝ C���Î C�!�0àã C¼�8:
Ç¡ÈÊÉË)Ì�ÈÎÍ8Ï$Ú �I��ã¸G ¥��������!�·���I¢$¤¥��¹?��¶¥º$���]�!�Ý�&����¤¥²!�I¹$�ü�V�I��¼G C����¤¥� « ¼!���!�ã�I���!���ÝÑw¤¥�����O��¼!�!¹
 C�!¹$��¹$��²����+:



>&: Ú �I��üéã�V��������¼Å�¬V¼!�!¹3¢$¤¥� �?<?7�Ã� C�K�I�I�����½�K�I�Ý�]�!�&�k´ü�I��!�����½����¹f C²½�&�����R¤¥�I¹$����!�üå��C¼��¹¥Ô
¿$���I����¢$���������I�I¼!�!¹3�]�!���&���þá·�!�5 C¬!�+¢$¤¥�Ö´ü�G C²����ôß]´�à)¼!�� � �¥�!Å�¬����ß � à-Ù

áã�!�5 C¬!�u´�D � >¥´�D 7 � B$´�Dû6 � �¥´�D < � <¥´�D � � 6O´�D B � 7¥´�D > �
áã�!�5 C¬!�uÃ� C�K�I�I����� 6�� >�� 6?687 ��� Bf7 �

�����&�R���Ò�V�����K�I�����������)¬!���V¼G ¥�&�` C�n�Vá·�!¸G ¥����¼!�!¹$�����O��� ª ¤¥²³�&�����¡ C�����Ö�K�I�ü�!���·å·ø;¸�¤¥��¬�O���
¹?������Å�¬ «  C¬!����Å`¬���I�!�I��Å�¬���ã´ü�G C²����;��¼!�� � �¥�!Å�¬���!¹$��²!¼!�������"�!²��������I������I�K�3��� ª �Z: ¬+:?¸!���&Ô
�]�����V���

H0 : X ∼ Bn, p
�K�I�

n = 5
¼!��

p = 1
2

:k�·��¬!�3���Ó�V���3�O¼�������
α = 5%

¼!��
� C�!�

α = 1%
:!´ã¤¥�K�3���V�����������Þ�V���¡�&��� Ú ��¹$��²!�!�������?:

�&:������&�R���ô�V���µ�K�I���������	�)¬!���f¼G ¥�&�` C�n�Vá·�!¸G ¥����¼!�!¹$�����O��� ßM�K�I�
α = 5%

àã�M�!�¡�&���K�¡ C�����Ò¢$¤¥�
¦ L!§Ý¨VJ]JM¨£©�F]E�ª�«  C¬!� « ���������]�!�¡f®V¯?°Á¤;�!���¡f®f¯$± ª ¤¥²Ò�&���K´ã¶¥��¸�����¹?��¶¥º$���»���I����¡�·¤¥���� C�ÕÔ
¢$���������I�I¼!�!¹3�R¤¥�I¹$���+:
ÇüÈMÉË)Ì-ÈÊÍOÏwÐ ¼!�G�¥Å`¬���3���I��£�&���"²������!���Ó�� C�` C�3�������

µ
¼!��

σ
ßM¸!�Î C¼���I²����Êà��O¼£��Å`¬G�C���8���+:

áã��`Å�¬!�I����º$���� �����Ö���I��Þ´ü�Î ¥����������I�V�����I�I¼!�!¹ÿ¢$¤¥���O¼!���¬!�3���+ç·� 0�]�!�Ä¹?�I²!�Ö�O�Ö�5 C¬!�I������Å�¬�
� ¶¥¹?�I��Å`¬!¿$���I�����+: Ú �I��Þ¿$¤¥�µ�]¤¥���` C²!��� Ú �I�f�����I�I¼!�!¹ ����¹?�I²!�Ä����Å�¬ ª2« ���!�Ø�� C� ßM¼!�f�����

H0
à


�� Ì-È���fË������XÍ���!Ì-ÈÊÉ � È���&Ì ´ü�Î ¥�������½�!�I�K���8:G����¬!�3���³�V���¡²�������¸!������� « ��������>µ´ü�Î ¥�������+Ù

(−∞, x̂1/5], (x̂1/5, x̂2/5], . . . , (x̂4/5,∞)« ¤¥²����
x̂p = µ̂ + zp σ̂

:

<



� ¶?��¼!�!¹$���Ö�O¼!�ó6?6?: ö �Î C���

6?:�æh��ß]�·¤¥���� C�û�&à�@» C¬!���`Å�¬���I�!�I��Å�¬!¿$���I���������� �����þ�&���µÑw���������I�I¼!�!¹$���M¼!�!¿;����¤¥�»���I����þ��¤¥���� C�ÕÔ
¢$���������I�I¼!�!¹³���I�� � ���` ¥�!�?:Z@¾���3�&���3á·²!²!�I���&¼!�!¹$���»�8���I¹$��� ª �����þ�&���O�ü�]�!��f®V¯?±Á���OÅ`¬f��¹?¼!�
��� �]�!�I�I� ª �&���)�·¤¥���� C�I¢$���������I�I¼!�!¹� C���s�¡ C�����!�3¤V�!���I�&��¤¥�K�I�s�!��Å�¬V�� C¼���O¼�`Å�¬!�I����º$���+: ö ���VV®f¯?°
�����2�&���¡á·�!¸G ¥����¼!�!¹K�!��¼!���I��Å�¬Á��Å�¬!���OÅ`¬f������ßÊùn�;Å`¬!�Î C�!¹$���!�I�I�!���Xú à ª ����¤¥���8�!����¿¥ C�!�Ö C¼Å`¬½¬!�����
���I��þ��¤¥���� C�I¢$���������I�I¼!�!¹��!��Å`¬f�·¹f C�!�� C¼��¹$�O��Å`¬!��¤?������� « �����!���+:
�����w��¼!�!¿;��� « ¼!���!�����G ¥Å�¬��!���káã�!�����I��¼!�!¹·�I� ÇüÈMÉË)Ì-ÈÊÍ ���I�!¹$�����` C¹$���+:C�����w���I�!¹$���8����Å�¬!������
� ���` ¥�!�	���V����¸!����Å�¬V�Ý� C²����&�!����� � ���fÍ-È�� � Ì-É�� ��
	�����;É 
 �!����Ñw���������I�I¼!�!¹$� �M¼!�!¿;����¤¥� ª �Z: ¬+:C�!���
Ã!¼!�!¿;����¤¥�+Ù

F̂ (x) = Φ

(
x − µ̂

σ̂

) �K�I�
µ̂ = x

¼!��
σ̂ =

√√√√ 1

n

n∑

i=1

(
xi − x

)2

Ú �I���� �;Å`¬G�C��� « �������M�!�
µ

¿? C�!���� C��²����I� �;Å�¬!�!�I����¸!¼!�!¿;���!����>?7�þ��ßM²!� « :w75�&à � �I�!���
�K�I�ã�!�������I�!¹$���8����Å`¬!�������� � ���` ¥�!���Ö���f�����¬!�3���+Ù

µM ≈ 182.5; µW ≈ 168.3

Ú �I� �;Å�¬G�C��� « �����½�]�!�
σ

����¹?�I²!�"����Å`¬  C��� ���ÕÛZ�������!�³� « ���`Å�¬���Ø�!���×�;Å`¬!�!�I����¸!¼!�!¿V�Ä�!���
�CB:I6	��þ�ÞßM²!� « :+6X�&à � �I�!�����K�I�ã�!���ã���I�!¹$���8����Å�¬!�������� � ���` ¥�!���Á¼!��Ä�!�����;Å`¬G�C���O¼!�!¹��]�!�
µ

ß]¤V�!���Ö C�������ÕÛ��������!�Ò� « ���`Å�¬��� �!���×���f����¸!���OÅ`¬����!��� �;Å`¬!�!�I����¸!¼!�!¿V�Ö�!���Ò68>&: �$9�þ�
ßM²!� « : −1

�&à � �I�!���¡¼!��Ä�!���·�;Å`¬G�C���O¼!�!¹��]�!�
µ
à-Ù

σM ≈ 189 − 182.5 = 6.5; σW ≈ 173.5 − 168.3 = 5.2

Normal Probability Plot
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ML − estimates: mhat = 182.513   shat = 6.46

GE = M
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Normal Probability Plot
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ML − estimates: mhat = 168.267   shat = 5.138

GE = W

<&: ßR $à Ú �I��Ã��¬!�����·6?:Váã���)�I����¹?�)¢$¤¥� ªf« ���!�����I�������Å�¬V���I¹$�ü�ã¼!�I�I¬VøV¸�¤¥��¬�O���·¢$��� « ¤¥� �R��� « �I���Zç
¬!������¹?�I�I���K�I�

X ∼ B100,p
Ù

α = W (X ≤ 40|p = 0.5) + W (X ≥ 60|p = 0.5) = 2W (X ≤ 40|p = 0.5)

= 2
40∑

i=0

(
100

i

)
(0.5)100 ≈ 2Φ

(
40.5 − 50

5

)
= 2

[
1 − Φ(1.9)

]
= 0.057

ßM²�à Ú �I� Ã��¬!������<&:�á·�����I����¹?�µ¢$¤¥� ª�« ���!� ���I��"�R C����Å`¬���ã¼!�I�I¬VøV¸�¤¥��¬�O���Ä C�!¹$���¤¥�K�3���
ßM�!��Å�¬V�ã¢$��� « ¤¥� �R����à « �I���ZÙ

β(0.45) = W (41 ≤ X ≤ 59|p = 0.45) =

59∑

i=41

(
100

i

)
(0.45)i(0.55)100−i

≈ Φ

(
59.5 − 45√

24.75

)
− Φ

(
40.5 − 45√

24.75

)
= 0.815

�&:
F

�Výu�O���� C¼&� � ������Å`¬!¬���I�·�!����ÑÝ C���Î C�!�8����ßM�¤¥���� C�I¢$���������I�I��� ö �O¤¥²G ¥Å`¬f��¼!�!¹$����à-Ù

F38,29; 0.025 =
1

F29,38; 0.975
=

1

1.972
<

s2
M

s2
W

=
(6.54)2

(5.23)2
= 1.564 < F38,29; 0.975 = 2.038

=⇒ H0
�!��Å�¬f�·¢$��� « ��� �R���

B



B:������³´ã¤¥�������¼!¿;����¤¥�Ø���I��O�"´·¤¥���G�!���!�O�I�f������¢? C�I���½�]�!�
∆ = µM − µW

²�����¼!¬V�Ä C¼&���!���
�R¤¥�I¹$����!���Ö���I¢$¤¥��¹?��¶¥º$�"ßMÑw���+:IÙ!�¤¥���� C�I¢$���������I�I��� ö �O¤¥²G ¥Å`¬f��¼!�!¹$��� ª ÑÝ C���Î C�!�8���Ä¹?������Å`¬�à-Ù

Z =
XM − XW − ∆

Sg

√
1

nM
+

1

nW

∼ tnM+nW−2
�K�I�

S2
g :=

(nM − 1)S2
M + (nW − 1)S2

W

nM + nW − 2

Ú �I��`Å�¬!�I����º$���³¢$¤¥�
Z

�I�Ä� « ���+¸G ¥��������!�
t
���·¼G C�V���I��� ß]ä·@��

1 − α
àÜ¼!��Äá·¼��G¶?�����Ä�!���

�ü¤¥¸!¸����I¼!�!¹?������Å�¬f¼!�!¹��G ¥Å`¬
∆

Ù

XM − XW ± tnM+nW−2; 1−α/2 Sg

√
1

nM
+

1

nW

´·¤¥�!¿V�����8Ù

s2
g =

38 · (6.54)2 + 29 · (5.23)2
38 + 29

= 36.10

182.51 − 168.27 ± t67, 0.975︸ ︷︷ ︸
=1.996

√
36.10

√
1

39
+

1

30
=

[
11.32, 17.15

]

>&:
X
� Ð  C¬!�u�!���ã´ü�G C²����kD � �¥�!Å`¬���£ßM�I�ÖÃG C�K�I�I�����Á�K�I�ã>K´ü�I��!������à

Ú �I�&�T ¥Å�¬�����)¬!���f¼G ¥�&�` C�n�Výk�O���8Ù H0 : X ∼ B5, 0.5 (
¹$��¹$��� H1 : X 6∼ B5, 0.5)

@» C¬!����Å`¬���I�!�I��Å�¬!¿$���I����� ßM¼!�f����� H0
à-Ù

wi =

(
5

i

)(1

2

)5
=

(
5

i

)
1

32
, i = 0, 1, . . . , 5

´�D �
H w nw (H − nw)2/nw>D 7 6�� 6�� �?< 687 �&: Bf7

B�Dû6 >�� >�� �?< >?7 7&:ò9¥<
�D < 6?687 687�� �?< 687?7 6?:=7?7
<D � ��� 687�� �?< 687?7 6?: B?B
6fD B Bf7 >�� �?< >?7 <&:=7?7
7D > � 6�� �?< 687 7&: Bf7

�V¼!�K�3� �?<?7 6 �?<?7 6?6?: ���

Ã!�����I¬���I����¹?�` ¥�!�?Ù
r − 1 = 6 − 1 = 5

11.96 > χ2
5; 0.95 = 11.07; 11.96 < χ2

5; 0.99 = 15.09

�
	����Ì-É � ���8Ï æh� �����������KÃG C�I� « �I���K�&���2�·¼!�I�I¬fø;¸�¤¥��¬�O���þßM¿;�G C¸!¸�àk¢$��� « ¤¥� �R��� ª �I� � « ���I�����
ÃG C�I�ÝßM¿;�����I������ü@» C¬!����Å`¬���I�!�I��Å�¬!¿$���I�ü���I��O��Ã��¬!�������þ6?:&á·��� ª ýu�O���2�����ÜùT¿$¤¥�������¢? C���I¢$���nú à����-Ô
�!¤;Å�¬½�!��Å`¬f�8:æh���¹$�O�` C���Ü¿? C�!���� C�Ä�` C¹$��� ª � Cº3�&���üåãø;¸�¤¥��¬�O�`�·¹?������Å`¬ «  C¬!����Å�¬���I�!�I��Å`¬���
´ü�G C²����;�Ö¼!�� � �¥�!Å`¬���!¹$��²!¼!�������ô�O¼!�K�I��!�O���þ� « ���Õ�R���I¬G 0�M�¡�����8ç « ���I�������3é·�f��������¼Å`¬f¼!�&Ô
¹$���Ö���I����¤¥� « ����&�I¹:
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�õ´·¶¥��¸�����¹?��¶¥º$�

Ð ¼�` C�K�3���!¹$�O�������O����� �)¬!���f¼G ¥�&�` C�n�Výk�O���8Ù H0 : X ∼ N(µ, σ2)

���Î C¼���I²!���µ�;Å�¬G�C��� « ��������ßM¢;¹?�T:&Ñ��¡à-Ù
µ̂ = x

ª
σ̂ =

√√√√ 1

n

n∑

i=1

(xi − x)2

´ü�Î ¥����������I�V�����I�I¼!�!¹Ù
(−∞, x̂1/5], (x̂1/5, x̂2/5], . . . , (x̂4/5,∞)

ßM�K�I�
x̂p = µ̂ + zp σ̂

à
ß 65à � �C�!����8Ù

x = 182.51

ª
s = 6.46

´ü�Î ¥�`�����
H ŵ n ŵ (H − nŵ)2/nŵ

(−∞, 177]
� 7&:=< 9;: � 7&: Bf<

(177, 181]
6	� 7&:=< 9;: � �&: BV9

(181, 184]
> 7&:=< 9;: � 6?:=7&6

(184, 188]
> 7&:=< 9;: � 6?:=7&6

(188,∞)
687 7&:=< 9;: � 7&: �?<

�V¼!�K�3� ��� 6?:=7 ��� �&:=>&6

Ã!�����I¬���I����¹?�` ¥�!�?Ù
r − s − 1 = 5 − 2 − 1 = 2

6.51 > χ2
2, 0.95 = 5.99 =⇒ H0

¢$��� « ��� �]���

ßR<$à	Ã!�` C¼���+Ù
x = 168.27

ª
s = 5.14

´ü�Î ¥�`�����
H ŵ n ŵ (H − nŵ)2/nŵ

(−∞, 164]
> 7&:=< � 7&:I659

(164, 167]
9 7&:=< � 7&:I659

(167, 170]
� 7&:=< � 7&:=7?7

(170, 173]
> 7&:=< � 7&:I659

(173,∞)
9 7&:=< � 7&:I659

�V¼!�K�3� �?7 6?:=7 �?7 7&: �$9

Ã!�����I¬���I����¹?�` ¥�!�?Ù
r − s − 1 = 5 − 2 − 1 = 2

0.67 < χ2
2, 0.95 = 5.99 =⇒ H0

�!��Å`¬f�·¢$��� « ��� �R���

�


