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. X sei eine geometrisch verteilte sG mit p = 1/2. Ermitteln Sie die Wahrschein-
lichkleitsfunktion pz(z) von Z = (X — 2)2. Weisen Sie nach, dak:

Z pz(z) =1

zEMy4

. Ermitteln Sie die Dichte fz(z) von Z = |X| fiir X ~ N(0,1). Beachten Sie dabei,
daf |z| auf R keine umkehrbar eindeutige Funktion ist und daher Satz 14.2 aus
der Vorlesung nicht (unmittelbar) anwendbar ist. Stellen Sie fz(z) graphisch dar.

(a) Bestimmen Sie die Konstante ¢ so, daf die folgende Funktion eine Dichte ist:

f(z) = ca? e 0<a< oo (f(z) = 0 sonst)

(b) Es gelte X ~ f(x); ermitteln Sie die Dichte von Z = X?2. Verwenden Sie
dabei den Transformationssatz fiir Dichten (Satz 14.2 aus der Vorlesung).
Welche Verteilung hat Z 7

. X sei eine stetige sG mit Dichte f(z), z € R. Ermitteln Sie einen allgemeinen
Ausdruck fiir die Dichte von Z = X?2. Uberpriifen Sie die Giiltigkeit des Ausdrucks
an Hand des Beispiels aus der Vorlesung mit X ~ N (0, 1).

. Erldutern Sie, wie man Beobachtungen mit den Verteilungen von Bsp 5-3 erzeu-
gen kann. Generieren Sie jeweils 5 Beobachtungen fiir (a) und (b) auf Basis der
folgenden uniform verteilten Zufallszahlen (mit R erzeugt: runif (5)):

0.1184 0.9029 0.6623 0.5566 0.4964

(a) Die Methode der Inversion der Verteilungsfunktion zur Simulation von Be-
obachtungen von sGn 148t sich auch bei diskreten (oder gemischten) Grofen
anwenden. Dabei stiitzt man sich auf eine verallgemeinerte Definition der
Inversen einer Verteilungsfunktion:

Fl(u)=inf{z : F(z) >u}, O<u<]l1

Erldutern Sie graphisch, was diese Definition praktisch bedeutet.

(b) Ein Algorithmus zur Erzeugung von binomialverteilten Beobachtungen, X ~
B, p, lautet wie folgt:

(1) Erzeuge eine (auf (0,1)) uniform verteilte Zahl U;

(2) c:lfp,i:O,a:(l—p)”,F:a;

(3) Wenn U < F, setze X = i, stop;
n—1
141

(5) Gehe zu (3).

(4) a=c o, F=F+ai=1i+1;




Zeigen Sie, dak dieser Algorithmus tatséchlich Beobachtungen einer Binomi-
alverteilung mit den Parametern n und p generiert. *Wie oft wird (3) im
Mittel zur Erzeugung einer Binomial-Beobachtung aufgerufen?



Losungen zum 7. Blatt

1. Merkmalraum von Z: My ={0,1,4,9,16,...}
Z =0 X=2

Z=1<«= X=1oder X =3
Z=z = X =+/z+2fiir 2=4,9,16,...

pz(z) =< px(1) +px(3) =3 2=1

e

N

N

I
e

+
oo | ot

+
e~ =
[~]e
N
N |
N————
=~

I
(el aN|

+
Sl =
[]e
N

N |
N—
B

I

—_

zEM 4 k=2 k=0
——
=2
W-Funktion von X W-Funktion von Z
n
c © |
o
<t n
c S ]
<
o _| S ]
o
™ |
N o
S
N
A
—
o | =
| -
o by o _ | ) .
e T T T 1 di e e B E —
2 4 6 8 10 0 5 10 15 20 25
X X

2. Fx|(z) =W{X| <z} =W{-2<X<z}=20(x)-1, >0

dF, )
fix|(@) = 'd%(m) =2¢p(z) = \/ge‘“” 2 2>0



Halbnormalverteilung

Dichte von |X|
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Beispiel: X ~ N(0,1)

fx(Vx) + fx(=vz)], >0

1
P =3 et A T

x>0



(o b))

5. Dazu ist die Verteilungsfunktion zu invertieren:

(a) z=F (u) = —In(—Inu)

u‘ 0.1184 0.9029 0.6623 0.5566 0.4964
x‘—0.7579 2.2814 0.8866 0.5346 0.3561

u | 0.1184 0.9029 0.6623 0.5566  0.4964
x| —2.5633 3.1758 0.5592 0.1797 —0.0113

Anm.: Cauchy—Verteilung = t;—Verteilung; R: rt(5,1).
Mit X ~ px(z), 2 € Z, und U ~ Uq ) gilt:

W{F'(U) =k} =W{Fx(k—1) <U < Fx(k)}
= Fx(k) — Fx(k—1)
=W{X =k}, keZ

Um eine Beobachtung von X zu generieren nimmt man also die kleinste
ganze Zahl k, sodak F'x (k) > u, fiir eine vorher generierte uniform verteilte
Zufallszahl u. Der angegebene Algorithmus realisiert dies fiir eine binomial-
verteilte sG. Zur schnelleren Berechnung von F'x wird dabei eine Rekursion
verwendet (Rekursionsanfang: W{X =0} = (1 —p)"):

WX =i+1}= ( ! >p”1(1 —p)"

i1

p n—1i(n\ ,; i
= —_— 1—
1—pi+1<i>p( P)
— eI WX =4}, i=0,1,2,...,n—1

1+ 1

*Schritt (3) wird genau dann & Mal aufgerufen, wenn U zwischen Fx (k — 2)
und Fx(k — 1) liegt; die Wahrscheinlichkeit dafiir ist px (k — 1). Der Erwar-
tungswert fiir die Anzahl Y der Aufrufe von (3) ist also:

E(Y) = Zk:px(k -1)= Z(k—i— px(k) =1+ ikpx(k:) =1+np
k=1 k=0 k=0



