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McCulloch-Pitts -Zellen: geometrische Interpretation
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XOR-Problem

Θ = w1 x1 +  w2 x2,  woraus folgt:

x2 = - (w1 / w2) x1 + (Θ / w2)

Auf der einen Seite der Geraden gilt: 

w1 x1 +  w2 x2 > Θ,  d. h. Neuron ist aktiv.

Auf der anderen Seite der Geraden:

w1 x1 +  w2 x2 < Θ,  d. h. Neuron ist nicht aktiv.

XOR-Problem

x1 = 0 und x2 = 1: y soll 1 sein.    D. h.: w1 0 +  w2 1 ≥ Θ,       d. h. aktiv!
x1 = 1 und x2 = 0: y soll 1 sein.    D. h.: w1 1 +  w2 0 ≥ Θ,       d. h. aktiv!
x1 = 0 und x2 = 0: y soll 0 sein.    D. h.: w1 0 +  w2 0 < Θ,       d. h. inaktiv!
x1 = 1 und x2 = 1: y soll 0 sein.    D. h.: w1 1 +  w2 1 < Θ,       d. h. inaktiv!

Addieren der beiden ersten Ungleichungen ergibt: w1 +  w2 ≥ 2 Θ,
Aus den letzten beiden Ungleichungen folgt:  

Θ > w1 + w2 ≥ 2Θ, also Θ >2Θ.

Das gilt aber nur für Θ < 0. 

Dies steht im Widerspruch zu w1 0 +  w2 0 < Θ.

XOR-Problem

in einem 2-dim. Merkmalsraum in einem 3-dim. 
Merkmalsraum

Zwei nicht linear trennbare Muster
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Marvin Minsky und Seymour Papert 1969 L. A. Zadeh, 1963: 
Optimality and Non-Scalar-Valued Performance Criteria

L. A. Zadeh, 1963: 
Optimality and Non-Scalar-Valued Performance Criteria

Gewöhnliche Mathematik:

V sei ein Vektorraum, C⊂V heißt konvex, wenn gilt:

{(1-λ) f + λ g| 0 ≤ λ ≤ 1} ⊂ C.

Fuzzy Sets: Convex Combination of A, B and Λ: 

(A, B; Λ) = Λ A + Λ‘ B, (Λ‘ ist das Komplement von Λ.)

Für die Zugehörigkeitsfunktionen bedeutet das:

f(A,B; Λ)(x) = fΛ(x) fA(x) + [1-fΛ (x)] fB (x)

Konvexe Fuzzy Sets
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Für convex combinations für fuzzy sets gilt: 

A ∩ B ⊂ (A, B; Λ)  ⊂ A ∪ B, für alle Λ

Dies folgt aus den Ungleichungen (x∈X ):

Min [fA(x), fB (x)]   ≤ λ fA(x) + (1-λ) fB (x)   ≤ Max [fA(x), fB (x)], 

Konvexe Fuzzy Sets

A ist konvex ⇔ Γα = {x | fA(x) ≥ α } ist konvex für alle α∈ (0,1]
oder dazu äquivalent:

A ist konvex ⇔ fA[λx1+ (1-λ) x2] ≥ Min [fA(x1), fA (x2)], ∀x1,x2∈X, 
∀ λ∈ [0,1].

A ist beschränkt ⇔ Γα = {x | fA(x) ≥ α } ist beschränkt ∀α>0,

das heißt: ∀α>0 ∃ ein endliches R(α) so, daß ||x||≤ R(α) ∀x∈R(α).

Wenn A also beschränkt ist, dann existiert für jedes ε>0 eine 
Hyperebene H, so daß für alle die x, die auf derjenigen Seite von H
liegen, die nicht den Nullpunkt enthält, gilt: fA(x) ≥ ε.

Konvexe Fuzzy Sets

Konvexe Fuzzy Sets Gewöhnliche konvexe Mengen A und B lassen sich leicht trennen, 
weil sie disjunkt sind; es existiert eine separierende Hyperebene H, 
auf deren einer Seite die Menge A, auf deren anderer Seite B liegt. 

Erweiterung für Fuzzy Sets: Verzicht auf Disjunktheit. 

A und B seien beschränkte fuzzy sets, H sei Hyperfläche in En, 
definiert durch h(x) = 0.

Alle Punkte x, mit h(x) ≥ 0 liegen auf deren einer Seite,  und auf der 
alle Punkte x, für die gilt h(x) ≤0 liegen auf der anderen Seite.
Abhängigkeit von H existiert eine Zahl KH, so daß auf der einen 
Seite von H gilt: fA(x) ≥ KH, und auf der anderer Seite fA(x) ≤ KH. 

Das Infimum dieser KH sei MH und dessen Komplement
DH = 1- MH heißt der Grad der Separation von A und B durch H.
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Problem:
Finde diejenige Hyperfläche aus {Hλ} die den höchstmöglichen 
Separationsgrad realisiert. 
Spezialfall: Hλ im euklidischen Raum En, λ Laufvariable darin; 

Separationsgrad von A und B:

D = 1 – M, wobei M = InfH MH

Erweiterung des Separationstheorems für konvexe fuzzy sets:

Theorem:

Der höchste mit einer Hyperebene im euklidischen Raum En

erhältliche Separationsgrad zweier konvexer fuzzy sets A und B 
entspricht dem Komplement des maximalen Grades im Durchschnitt 
A ∩ B.

Separation Theorem for Fuzzy Sets

Erste Dissertationen zu Fuzzy Sets
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Google, 2003: Einige Suchergebnisse zu „Fuzzy“


